ELEKTRISCHE NETWERKEN I

door

PROF. DR. K. M. ADAMS

Auteursrechten voorbehouden






VOORWOORD

Deze leidraad bevat de stof van de theorie der elektrische
netwerken die gedurende de laatste jaren aan elektrotechnische studen-
ten van het eerste studiejaar aan de Technische Hogeschool te Delft
is gedoceerd.

Voor deze categorie studenten is getracht reeds aan de aanvang
van hun studie niet alleen de mogelijkheden te scheppen de nodige
rekenkundige vaardigheid te ontwikkelen, maar ook een inleiding in
de theoretische denkwijze te geven, zoals deze in de elektrotechniek
voorkomt, zonder dat te zware eisen aan de wiskundige kennis en weten-
schappelijke rijpheid van de beginnende student worden gesteld.

Bepaalde delen van de stof, welke bij een eerste bestudering
weggelaten kunnen worden, zijn cursief gedrukt. Voor het einde van
het derde studiejaar, en in vele gevallen nog eerder, zal de student
in aanraking met deze stof zijn geweest en de noodzaak hebben gevoeld
zich deze stof eigen te maken. Dit geldt vooral voor hoofdstuk 8.

In de tekst zijn bepaslde woorden onderstreept. Hiermee wordt
aangegeven dat een nieuw begrip wordt ingevoerd of dat een bekend
woord met een speciale betekenis voor het eerst gebruikt wordt.

Het is essentieel dat tijdens de studie regelmatig aan het op-
lossen van specifieke vraagstukken wordt geoefend. De hierbij behoren-
de stof is te vinden in "Vraagstukken Elektrische Netwerken I" van
Ir. W. Buijze.

Bij de totstandkoming van de colleges elektrische netwerken I
heb ik dankbaar gebruik van de kennis en ervaring van anderen kunnen
maken. In het bijzonder hebben de visie en de gedetailleerde commen-
taren op de eerste versie van deze leidraad van Prof.dr.ir. B.D.H.
Tellegen tot aanmerkelijke verbeteringen geleid. Ook hebben Ir. W.Buijze
Ir. A. Henderson met hun concepten van bepaalde delen en hun didac-

tische opmerkingen veel tot het geheel bijgedragen.
Voor eventuele opmerkingen en correcties houd ik mij gaarne aanbevoler

Delft, mei 1973. K.M. Adams.
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I. INLEIDING

I.1. Stroom en spanning

In elektrische netwerken hebben wij met twee fundamentele elektri-

sche verschijnselen te maken, die wij stroom en spanning noemen.

Elektrische stroom kunnen wij vergelijken met het stromen van een
vloeistof in een pijp. Volgens deze analogie komt elk vloeistofmolekuul
met een elektrisch geladen deeltje overeen. Wanneer de deeltjes in ge-
ordende beweging komen, spreekt men van een stroom. Wij zijn niet ge{n-
teresseerd in de beweging van elk deeltje afzonderlijk maar slechts in
de gemiddelde beweging van alle deeltjes, met name, hoeveel elektrische
deeltjes (of molekulen) er per sekonde een doorsnede van het elektrisch
medium (of de pijp) passeren. Wij definiéren de stroomsterkte als een
grootheid die evenredig is aan het aantal deeltjes dat per sekonde door
een denkbeeldig oppervlak - in feite meestal de doorsnede van een
draad - vloeit. De keuze van de evenredigheidskonstante bepaalt de een-
heid waarin de stroomsterkte wordt uitgedrukt. In principe kunnen wij de
stroomsterkte meten door het aantal passerende deeltjes per sekonde te
tellen. In het geval van een vloeistofstroom is het echter gemakkelijker
de hoeveelheid vloeistof te bepalen door de massa, die per sekonde door
het denkbeeldig oppervlak passeert (b.v. de opening van de pijp), te
meten.

Bij het meten van de elektrische stroomsterkte is het eveneens ge-
makkelijker de stroom als geheel waar te nemen, b.v. met behulp van de
magnetische, chemische, of calorische effekten die met elektrische stro-
men gepaard gaan. In de omgeving van een draad waardoor elektrische
stroom vloeit, ondervindt een magneetje een koppel, dat evenredig is
aan de stroomsterkte. Het magneetje kan in evenwicht worden gehouden
door op het magneetje een tegenovergesteld koppel, welk door een veer
geleverd wordt, uit te oefenen. Op dit beginsel berusten vele stroom-—
meters of ampéremeters. Wanneer er geen risico van verwarring tussen
het verschijnsel stroom en de grootheid stroomsterkte bestaat zullen
wij in het vervolg hetzelfde woord stroom gebruiken voor beide begrip-

pen.
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Elektrische potentiaal komt overeen met de vloeistofdruk.

hoge druk hoge potentiaal
C
) >
o + koperdraad i
pijp [ =
= -
-1 pomp |
i <
D
lage druk lage potentiaal
(a) (v)
Fig. 1

Een vrij stromende vloeistof in een pijp vloeit van punten van hoge
druk naar punten van lager druk en verliest daarbij potentiéle energie.
(Op dezelfde wijze verliest een deeltje potentigle energie wanneer het,
onder de invloed van de zwaartekracht, van een hoger- naar een lager-

liggend punt valt.) Het drukverschil tussen twee punten in de vloeistof

komt overeen met het potentiaalverschil of de elektrische spanning
tussen twee punten in een elektrisch netwerk.

De analogie wordt geIllustreerd in fig. 1. Door middel van een pomp
wordt de druk van de vloeistof in punt C hoger dan in punt D. De vloei-
stof stroomt van C naar D door een buis waarin kribben zijn aangebracht.
Hierdoor ondervindt de stroming een weerstand die slechts kan worden
overwonnen door het bestaan van een drukverschil tussen C en D. Evenzo
zorgt een "elektrische pomp" (b.v. een accu of dynamo) voor een poten-
tiaalverschil tussen A en B dat nodig is om de weerstand tegen de

beweging van de elektrische deeltjes te overwinnen.
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In de pomp (accu) vloeit de vloeistof (stroom) van punten van lage
naar punten van hoge druk (potentiaal). Dit is echter geen vrije stroming
maar een gedwongen stroming die opgelegd wordt door middel van fysische

nselen buiten de vloeistof (elektrisch systeem), nl. de mecha-

verschi
nische beweging van de pomp en de chemische werking van de accu.

Evenals in het geval van stroom, maken wij een onderscheid tussen
de verschijnselen potentiaal en spanning enerzijds en de grootheden
potentiaal- en spanning(sterkte) anderzijds. Wij kunnen b.v. de
spanning(sterkte) tussen twee geladen en evenwijdig geplaatste platen
bepalen door de aantrekkingskracht van de ene plaat op de andere te
meten. Bij een geschikt gekozen geometrie is de aantrekkingskracht even-
redig aan de spanning tussen de platen. De evenredigheidsconstante
bepaalt de eenheid waarin de spanning(sterkte) wordt uitgedrukt. Op dit
beginsel berusten sommige spanningsmeters of voltmeters, namelijk de
z.g. elektrostatische voltmeters. In het vervolg zullen wij hetzelfde
woord spanning (potentiaal) gebruiken zowel voor het verschijnsel als

voor de grootheid.

I.2. Energie en vermogen

Als er bijvoorbeeld in de pijp bij punt C een breuk plotseling ont-
staat, dan stroomt de vloeistof van een punt van hoge druk (C) naar
punten van lage druk (de vrije ruimte buiten de pijp). Hierdoor kan de
vloeistof in snelle beweging komen, zodat de kinetische energie toeneemt.
Dit gaat echter gepaard met een verlies van potentiéle energie ten ge-
volge van de verlaging van de druk van de vloeistof bij het naar
buiten stromen.

In een elektrisch systeem kan iets dergelijks ook gebeuren. Als de
elektrische deeltjes buiten de draad treden - bijvoorbeeld ten gevolge

van een groot potentiaalverschil tussen de draad en de omgeving, of door

de deeltjes toe, wat echter gepaard gaat met een afneming van de
potenti&le energie. Wanneer een kleine hoeveelheid elektrische lading
Aq zich verplaatst van punt A naar punt B, bedraagt de verandering van

de potentiéle energie of de verrichte arbeid (VA-VB)Aq, waarin
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VA en VB de potentialen van de punten A en B voorstellen. In het alge-
meen is de potentiaal in een punt o.a. een functie van de netto lading q die
in dat punt is opgehoopt; eveneens is de druk in een bepaald punt in een
vloeistof o.a. een functie van de dichtheid van de vloeistof in dat punt.
Derhalve, wanneer een hoeveelheid lading qz-q1 van A naar B wordt ver-

aan

[Voor meer informatie over deze begrippen wordt verwezen naar de col-

leges "elektriciteit" en "mechanica",” |

Duiden wij de spanning tussen A en B met U aan*, dan is de ver-

richte arbeid gelijk aan

N
q, U(q) dq.

Het veranderen van energie of het verrichten van arbeid kan zowel
langzaam als snel geschieden en wij kunnen hiermede rekening houden door
het begrip vermogen in te voeren.

Vermogen wordt gedefinieerd als de hoeveelheid verrichte arbeid per

tijdseenheid, dus
= 11 Ag _ yda
P=1im U At §) at uI,
At~>0
waarin I de stroom en P het vermogen voorstellen. Hierbij moet steeds
worden gedacht aan twee punten A en B, waartussen een spanning bestaat,
en een stroom die in punt A wordt toegevoerd en in punt B wordt afge-

voerd.

% Soms wordt het symbool V ook voor spanning gebruikt. Volgens de

internationale afspraken verdient het echter de voorkeur spanning met

het symbool U aan te duiden.
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I.3. Eenheden

Spanning wordt gemeten in volt, lading in coulomb, stroom in
ampére of coulomb per seconde, energie in Joule of watt seconde, en
vermogen in watt.

Behalve de hoofdeenheden, volt, coulomb enz. worden ook secundaire

eenheden gebruikt, aangegeven door de volgende voorvoegsels

deci = 107! x hoofdeenheid d
centi = 1072 " c
milli = 1073 " m
micro = 1076 " u
nano = 1079 " n
pico = 10712 P
femto = 10710 " £
atto = 10718 " a
deca = 10 x hoofdeenheid da
hecto = 102 " h
kilo = 103 " k
mega = 10° " M
giga = 109 " G
tera = 1012 " T

B.v. 1 megawatt (MW) = 10°  watt

103 ampére

(W)

1 kiloampére (kA) (Aa)
10712 coulomb (C)
(v)

(7)

1 picocoulomb (pC)
1072 volt

1 nanovolt (nv)

10° joule

1 gigajoule  (GJ)

Men lette op dat de naam van een hoofdeenheid voluit wordt geschre-
ven met kleine letter - ook wanneer de naam overeenkomt met een eigen-
naam. Als afkorting wordt een hoofdletter zonder punt gebruikt. Bij de
afkortingen van de voorvoegsels worden kleine letters gebruikt, behalve
in de gevallen mega, giga en tera. In een deel van de literatuur wordt

er ten onrechte afgeweken van deze internationaal gemaakte afspraken.
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I.4. Richting en polariteit

Zoals uit de elektriciteitsleer bekend is, bestaan er twee soorten
ladingen die wij positief en negatief noemen. Volgens internationale
afspraak wordt de lading van elektronen negatief gerekend. Verder is
overeengekomen dat, wanneer positieve lading zich verplaatst van A naar
B, wij zullen zeggen dat een stroom van A naar B vloeit. Aangezien de
verplaatsing van positieve lading van A naar B met dezelfde magnetische
effecten gepaard gaat als de verplaatsing van negatieve lading van B
naar A, wordt deze ook als een stroom van A naar B gerekend. Op deze
wijze wordt er een richting aan het verschijnsel stroom toegekend.

Aan het verschijnsel spanning kennen wij geen richting maar een
polariteit toe. De spanning U tussen A en B is gelijk aan VA - VB .
waarin VA en VB de potentialen van de punten A en B zijn. Is het bekend
dat VA > VB, dan is aan de spanning een polariteit toegekend, namelijk
punt A heeft een hogere potentiaal dan punt B. Dit houdt in dat een posi-
tieve lading potenti&le energie zou verliezen wanneer zij zich verplaatst
van A naar B.

I.5. Tekenafspraak

Teneinde met de grootheden stromen en spanningen algebraisch te
kunnen rekenen is het noodzakelijk dat de symbolen U en I zowel positieve

als negatieve waarden kunnen voorstellen.

I.5.1.
Wij spreken af dat in elke geleider &&n richting als positief
wordt gerekend. Dus in fig.2 is de positieve richting van links naar

rechts en wordt als zodanig door de pijl aangegeven.

Fig. 2
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Dit betekent dat wanneer de stroom in de richting van de pijl vloeit
I positief wordt gerekend en in het tegenovergestelde geval I negatief

wordt gerekend.

Een stroommeter bezit twee aansluitklemmen waarvan een met + en de

andere met - aangeduid wordt.

0 0

LT

5
-~ + - +

I (a) I (b)
Fig. 3 amperemeter

In figuur 3 bedraagt de stroom 3 ampere.
In geval a vloeit een stroom van de plusklem naar de minklem; in b
vloeit een stroom van de minklem naar de plusklem. De stroom I van A

naar B wordt positief gerekend in geval a en negatief in geval b.

I.5.2.

Op overeenkomstige wijze kunnen wij een algebralsch teken aan de
spanning toekennen. Voor elke twee punten waartussen een spanning kan

bestaan spreken wij een positieve polariteit af (fig. kha).

+ - +
o u o o< —>0
A B A

(&) (b)

Fig. L
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De + en - tekens impliceren dat, wanneer de potentiaal van punt A hoger
is dan de potentiaal van punt B, U positief gerekend wordt en negatief
in het tegenovergestelde geval. Met andere woorden; wanneer een posi-
tieve lading zich verplaatst van A naar B, verliest zij potentiéle

energie indien U positief is en wint 2zij potentiéle energie in het

de stroom wordt verricht (de lading verliest potentigle energie); in het

tweede geval dat arbeid aan de stroom wordt verricht (de lading wint

potenti&le energie). Wanneer er risico van verwarring kan bestaan op welke

twee punten een gegeven spanning betrekking heeft, dan wordt een dub-

bele pijl gebruikt met het spanningssymbool ernaast geplaatst (fig. ULb).
Een voltmeter bezit twee aansluitklemmen waarvan een met + en de

andere met - wordt aangeduid.

Fig. 5 voltmeter

In fig. 5 bedraagt de spanning 3 volt.
In fig. 5a is de potentiaal van A hoger dan die van B.
In fig. 5b is de potentiaal van B hoger dan die van A.

De spanning U van A t.o.v. B is +3 volt in fig. 5a en -3 volt in fig. 5b.
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I.5.3.

Wij kunnen de positieve richting en de positieve polariteit vrij
kiezen. Bijvoorbeeld in fig. 4, bij de aangegeven positieve polariteit
kan de positieve stroomrichting evengoed van A naar B als van B naar A
zijn. In het eerste geval is U I > O wanneer arbeid door de stroom ver-
richt wordt; in het tweede geval is U I > O wanneer arbeid aan de stroom
wordt verricht.

Wij zullen vaask de (algebraische) spanning tussen A en B aanduiden met
U,,. Dit betekent dat de positieve polariteit wordt aangegeven door een

AB
plusteken bij punt A en een minteken bij punt B te plaatsen.

UAB = VA - VB = - UBA’ waarin VA en VB de potentialen van respectievelijk

A en B zijn. Op dezelfde wijze zullen wij soms de algebralsche stroom
tussen A en B met IAB aanduiden. Dit betekent dat de positieve richting

van A naar B i1s, zodat I Met deze notatie wordt uitdrukkelijk

aB =~ Ima
de tekenafspraak voor de spanning en stroom naar voren gebracht.
I1.6. Weerstand

Het is een bijzondere eigenschap van metalen, dat wanneer een
stroom door een metalen draad vloeit, de stroomsterkte evenredig is aan

het potentiaalverschil tussen twee punten op de draad.

<
+ 1< AN

A —_— T B

Fig. 6 geleidende draad

Wij kunnen schrijven U =R I of I =G U.

R en G zijn constante coéfficiénten die respectievelijk weerstand en
geleiding heten en die respectievelijk in ohm (Q) en siemens (S) worden
uitgedrukt.
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Het is evident dat R G = 1. Andere stoffen dan metalen voldoen, zij het
wat minder goed, ook aan deze evenredigheidsrelatie, die als de wet van
Qggx1wordt aangeduid.

Een apparaat, voorzien van twee aansluitklemmen, dat stroom

geleidt volgens de wet van Ohm, noemen wij een ideale weerstand (fig. T),

of kortweg (in dit college), weerstand.

Hetzelfde woord weerstand wordt gebruikt voor drie verschillende
begrippen, namelijk het verschijnsel dat de beweging van elektrische
deeltjes afgeremd wordt door botsingen met atomen in de materie -
waardoor de stroom een weerstand ondervindt; de grootheid R, en het
apparaat.

In de engelse taal wordt het woord resistance voor de twee eerste
begrippen gebruikt en het woord resistor voor het apparaat. Dergelijke
beschouwingen gelden ook voor '"geleiding'", "conductance" en "conductor™.

Wanneer de positieve stroomrichting en spanningspolariteit worden
gekozen zoals in fig. 6 is aangegeven, dan geldt R > 0 en dus ook
G > 0. Dit is een natuurwet. Dan is het aan de weerstand toegevoerde

vermogen P = U I =R 12 =G U2 ;=O.x2

Fig. T

I.7. Bronnen

Elektrische stromen en spanningen kunnen niet spontaan in een net-
werk van weerstanden ontstaan zonder de invloed van een uitwendig middel.

%1 G.S. Ohm 1827
%2 Het laatste gelijkteken geldt slechts als I=0, U=0.
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Wij hebben reeds in par.1.6 gezien dat het bestaan van stromen tot ge-
volg heeft dat in de weerstanden arbeid verricht wordt.

Dit betekent dat energie aan het uitwendig middel onttrokken en in
een andere vorm omgezet wordt - in dit geval omgezet in warmte. De
energie moet ergens vandaan komen (wet van behoud van energie) zodat wi]j
in de opbouw van de theorie behoefte aan het begrip energiebron hebben.
In de netwerktheorie kennen wij twee soorten ideale bronnen die wel door

bepaalde fysische apparaten goed benaderd kunnen worden.

+ +
U U I I
(a) (c) (v) (d)

Symbolen voor de Symbclen voor de
spanningbron stroombron

Fig. 8

I.7.1. De ideale spanningsbron*) (fig. 8 a en ¢)

De ideale spanningsbron is een element, voorzien van twee klemmen
waartussen een spanning bestaat, onafhankelijk van de gele-
verde stroom. Een op de juiste manier geladen en in goede toestand ver=
kerende accu is een goede benadering van een ideale spanningsbron, mits
niet te veel stroom afgenomen wordt. De ideale spanningsbron is van
grote theoretische betekenis en niet uitsluitend beperkt tot de be-
schrijving van dit apparaat.

Een dergelijke bron mag men nooit kortsluiten. D.w.z. men mag de

klemmen nooit verbinden met een draad waarvan de weerstand nul is.
Anders heeft men een tegenstrijdigheid: de spanning tussen de klemmen
is gelijk aan de bronsterkte (niet nul) en tegelijk nul wegens de

kortsluitdraad.

*\_ . A P ) - L
JBeide symbolen zijn in algemeen gebruik. In internationale kringen 1is er
een lichte voorkeur voor symbool c.
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I.7.2. De ideale stroombron™ (fig. 8 b en d)

De ideale stroombron is een element, voorzien van twee klemmen
waartussen een stroom vloeit onafhankelijk van de spanning
tussen de klemmen. Het is dus duidelijk dat er een uitwendig geleidende
weg moet bestaan; anders zou een tegenstrijdigheid ontstaan. Derhalve
ncoit "open

rebben wi

715 de regel: een ideale stroombron ma

o
Il INag

worden.

De stroombron wordt in de praktijk goed benaderd door de zogenaamde
generator van Van der Graaff. In dit apparaat wordt lading op een lopen-
de band naar een bol getransporteerd. De bewegende lading is niets
anders dan een stroom, waarvan de sterkte onafhankelijk is van de spanning
tussen de bol en de ladingsgenerator.

Het begrip ideale stroombron is van grote theoretische betekenis
en niet uitsluitend beperkt tot de beschrijving van dit apparaat.

In de netwerktheorie beschouwen wij de spannings— en stroombronnen
als bronnen van elektrische energie, hoewel de fysische apparaten die
hiermede corresponderen feitelijk energieomzetters zijn. Zij zijn van

even grote theoretische betekenis, zoals in de volgende paragrafen zal

blijken. De accu zet chemische energie en de generator van Van der
Graaff zet mechanische energie in elektrische energie om.

De energieomzetting kan even goed in de omgekeerde richting ge-
schieden, d.w.z. elektrische energie wordt in chemische of mechanische
energie omgezet. Dit gebeurt bij het opladen van een accu of bij het
omkeren van de bewegingsrichting van de lopende band van de generator
van Van der Graaff. In dergelijke gevallen beschouwen wij de spannings=—

en stroombronnen als energie'putten".

I.7.3.

Stilzwijgend wordt in het voorgaande verondersteld dat de bron-
sterkte niet nul is. Mocht dit toch het geval zijn, dan is een span-
ningsbron niets anders dan een kortsluiting; bij het kortsluiten van
een kortsluiting treedt er geen tegenstrijdigheid op. Een stroombron
van sterkte nul is in feite een open circuit. In het algemeen kunnen

wij zeggen dat twee spanningsbronnen van ongelijke sterkten niet
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parallel verbonden mogen worden. Evenzo geldt dat twee stroombronnen

van ongelijke sterkten niet in serie verbonden mogen worden.

I1 12
11 # T2
(a) (b)
Fig. 9

In fig. 9 zijn aangegeven twee verboden verbindingen: a is in strijd met
de spanningswet en b is in strijd met de stroomwet van Kirchhoff (zie
par.I1.8).

Wij hebben al gezien dat, wanneer de positieve stroomrichting en
de positieve spanningspolariteit volgens fig. 6 worden gekozen en wanneer
U I > 0, arbeid door de stroom verricht wordt.

Verbinden wij een spanningsbron aan een weerstand, dan vloeit een
stroom binnen de bron van de klem van lage potentiaal naar de klem van
hoge potentiaal en in de weerstand van de klem van hoge potentiaal naar
de klem van lage potentiaal. Als U en I1 de bronspanning en stroom zijn,
met positieve polariteit en positieve richting gekozen volgens fig. 6,
dan is U 11 < 0, in overeenstemming met het feit dat arbeid aan de
stroom wordt verricht door mechanisch, chemisch of ander middel. Voor de

weerstand, met stroom I2, geldt volgens dezelfde afspraak dat U I, > 0,

zodat in dit geval arbeid door de stroom wordt verricht. Aangeziei de
sterkte van de stroom in de bron gelijk is aan die
van de weerstand, is I1 = - I2. Hieruit volgt dat het
vermogen dat in de weerstand wordt gedissipeerd ge-

lijk is aan het vermogen dat door de bron geleverd

wordt. Dit is een andere interpretatie van het nega-
tieve teken van de grootheid U I1: negatief opgenomen of gedissipeerd ver-

mogen wil zeggen positief afgegeven of geleverd vermogen.
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Vervangen wij de spanningsbron door een stroombron in het voorgaande,
dan ontstaat een spanning over de weerstand zodat één van de klemmen van
de bron een hogere potentiaal dan de andere heeft. De verdere argumentatie

blijft dan geldig.

I.8. Netwerken en de wetten van Kirchhoff (1845 en 18&7)x

Een samenstel van apparaten, zoals de ideale weerstanden en bronnen,
waarvan de klemmen onderling door geleidende draden verbonden zijn,

noemen wij een elektrisch netwerk. Deze draden komen samen in knooppunten

(fig. 10). In dit verband worden de apparaten als takken van het net-
werk aangeduid.

Het netwerkprobleem is het berekenen van alle stromen en spanningen

in het netwerk wanneer de bronsterkten bekend zijn. Het blijkt dat het
netwerkprobleem opgelost kan worden m.b.v. twee wetten die door

Kirchhoff ingevoerd zijn.

I.8.1.

Uit de elektriciteitsleer is de wet van behoud van lading bekend,
namelijk lading kan noch gecre€erd noch vernietigd worden. Wel bestaat
lading uit twee soorten, namelijk positieve en negatieve,en de behouds=-

wet moet in algebraIsche zin worden geInterpreteerd.

In het schema van fig. 10, waarin een typerend knooppunt A te ver-
waarlozen afmetingen heeft, kan er geen opéénhoping van lading in A

plaatsvinden., Dit heeft tot gevolg dat, voor de aangegeven stromen,

I1 + 12 + I3 + Ih = 0.

In het algemeen geldt
j
I =0,
k=1 k

waarin n het aantal geleiders is, dat in &&n knooppunt samenkomt.

x* ' . . .

Deze wetten gelden niet voor alle elektrische systemen. De uitzonde=-
ringen zullen echter niet in dit college behandeld worden en behoren
eigenlijk niet tot de klasse systemen die elektrische netwerken heten.
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Fig. 10 een deel van een elektrisch netwerk met
een te beschouwen knooppunt A en een
gesloten weg ABCDEA

Deze vergelijking is de stroomwet van Kirchhoff, namelijk, de algebralsche

som van de stromen in alle draden, die in een gemeenschappelijk knoop=

punt samenkomen, is gelijk aan nul. Afvloceiende stromen worden positief

gerekend, toevloeiende stromen negatief. Met andere woorden, de som van
de toevloeiende stromen is gelijk aan de som van de afvloeiende

x
stromen.

1.8.2.
Voorts geldt ook de spanningswet van Kirchhoff.

In de gesloten weg A B C D E (fig. 10) is

+ + + = R
Usg " Usc * Uop * Upg * Uma = ©

* Men mag ook afvloeiende stromen als negatief, en toevloeiende éls posi=
tief rekenen. De eerstgenoemde afspraak is echter de meest gebruikelijke.
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In het algemeen geldt

|_.A
ne~—g
c

waarin m het aantal takken in de gesloten weg is.

Bij het doorlopen van een zich in het netwerk bevindende gesloten weg

is de algebralsche som van de¢ spanningen tussen opeenvolgende knooppunten

gelijk aan nul,

De spanning wordt positief gerekend, wanneer de tak doorlopen wordt in
dezelfde richting waarin zich een positieve lading onder invloed van de
spanning zou bewegen en negatief in het tegenovergestelde geval.

De spanningswet van Kirchhoff volgt direct uit het in de elektriciteits-
leer bekende begrip potentiaal. In de netwerktheorie kunnen wij meestal
volstaan met het potentiaalverschil tussen de verschillende knooppunten
van het netwerk en &&n bepaald knooppunt O, dat wel willekeurig gekozen
mag worden. Bij een gegeven configuratie en toestand is dit potentiaal=-
verschil ondubbelzinnig bepaald en wel zodanig dat de arbeid, die aan
een positieve eenheidslading die zich verplaatst van A naar B verricht

wordt, gelijk is aan U,_ =U, = U 0° waarin U, het potentiaalverschil

AB AO B AB

tussen A en B, U de potentiaalverschillen tussen A en O, respec-

20° Uno
tievelijk B en O zijn.

In een gesloten weg van opeenvolgende knooppunten 1, 2, 3, .....,n
en bij een referentieknooppunt O, is

UpptUog¥Ug) b e ?U g = Uy gmUpg#Up g7 Usgte e o 40 704 = O

i i V. + - = .
Dit houdt in dat b.v. U, +U,o+Ug +U) o = U ~Usy = U, g

Fig. 11 illustreert de twee wetten van Kirchhoff.

De stroomwet, toegepast op het knooppunt A, levert — L4 + 3 =2 + 1 = (-2) =
= 0 en de spanningswet toegepast op de gesloten weg A B C D E levert
+3-b=(=2)+1=-2=0.
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Fig. 11 illustreert de twee wetten van Kirchhoff

I.9. Serie=en parallelschakelingen

I1.9.1. Serie=schakeling

Stel dat een keten van een aantal opeenvolgend geschakelde weer-—
standen deel uitmaakt van een netwerk.
In deze keten komen in ieder van de opeenvolgende knooppunten

2, ...n slechts twee weerstanden samen (fig. 12). Wij noemen zo'n keten

een serie-schakeling.

n R n+1

rn
w
W

n+1
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Tengevolge van de spanningswet van Kirchhoff is

§) =U + U + ciee. + U

1,n+1 12 23 n,n+1

Volgens de stroomwet van Kirchhoff, toegepast op de knooppunten 1, 2,

3y eeeee , zijn alle stromen in de weerstanden gelijk aan I.
Uit de wet van Ohm volgt

U12 = R1I R U23 = RQI s eesse 5 2zodat

Uy = (R, + By + ... + R )I.

Als wij de knooppurten 1 en n als klemmen beschouwen, dan zijn de spanning
U1 n+1 tussen deze klemmen en de toevloeiende stroom I niet te onder-

b
scheiden van de spanning en de stroom van een enkele weerstand met waarde

R=R +R,+ .... + R , d.w.z.

Wij spreken over de equivalentie van deze serieschakeling van weer-

standen en de weerstand R, of wij noemen R de vervangingsweerstand van

de keten. De vervangingsweerstand is gelijk aan de som van de weer-

standen in de serie=keten.

Het is essentieel dat slechts 2 draden of takken uitmonden in de
"inwendige" knooppunten 2, 3, ....n. Anders kunnen wij niet garanderen

dat de stromen in alle weerstanden gelijk zijn.

I1.9.2. Parallelschakeling

Wij beschouwen nu een parallelschakeling van weerstanden als onder-

deel van een netwerk (fig. 13). Hierin is é&n klem van iedere weerstand
verbonden aan een knooppunt van het netwerk, terwijl alle andere klemmen
van de weerstanden aan een ander knooppunt van het netwerk zijn ver=-

bonden.
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u o G G G

Fig. 13

Tengevolge van de stroomwet van Kirchhoff is

= + + + ...
I I1 12 I3

Volgens de spanningswet van Kirchhoff, toegepast op de gesloten wegen
G1G2, G2G3 enz., zijn alle spanningen over de weerstanden gelijk aan U.
Uit de wet van Ohm volgt

I1 = G1U s I2 = G2U s eees.y zOdat

I= (G1 + G, veee. + Gn)U.

2

De spanning U en stroom I zijn dus niet te onderscheiden van de

spanning en stroom van een enkele geleiding met waarde

Wij spreken over de equivalentie van deze parallelschakeling van ge-
leidingen en de geleiding G, of wij noemen G de vervangingsgeleiding van

de keten. De vervangingsgeleiding is gelijk aan de som van de geleidingen

van de parallelketen.

I.9.3.

De uitdrukking G = G1 + G, + ...t Gn kan ook, hoewel minder

2
elegant, worden geschreven als
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R =
R2 R3 Rh .o Rn + R1 R3 Rh .. Rn + R1 R2 Rh - Rn + ... F R1 R2 R3 ..Rn_1

Evenals bij de serieschakeling kunnen wij ook minder elegant schrijven:

) G, G, Gy .. G
C=%Gc.¢ .. ¢ +¢ ¢ g G +...+G G, G, .. G
2 73 7L n 1 7374 n 172 73 n-1

Deze voorbeelden tonen aan dat, wil men onnodig gecompliceerde formules
vermijden, de grootheden geleiding en weerstand verstandig gehanteerd
moeten worden. Echter, in het geval van een parallelschakeling van twee

weerstanden hebben wij de nuttige formule

I.10. Laddernetwerk

Een toepassing van de voorafgaande begrippen vinden wij in de
volgende opgave: Bereken de equivalente weerstand van het zogenaamde

laddernetwerk van fig. 1bL.

]
e
[
s
g
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Hier zien wij een weerstand R12

knooppunt 2 aanvangt. Wij kunnen

21

in serie met een deelnetwerk dat in

schrijven:

Deze geleiding bestaat uit de pa

werk met weerstand Ré.

Dus G, =G

1
+ —

]

2 20 R2

1
en R = R12

+
G

-
+ —
]
20 R2
De weerstand Ré bestaat uit een

werk met equivalente geleiding G

'
20 R2

o

15

Fig.

rallelschakeling van G20 en een deelnet-

weerstand R in serie met een deelnet-

23
\]
Dus R2

Rs * &2

3 3

12

20

Fig. 16
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Dan 1s R = R12 + : N 3
20

1
R,, + =
23 Gs

Doorgaande met deze berekening vinden wij op dezelfde wijze

A=Ryp + 7

Deze uitdrukking is een zogenaamde kettingbreuk, die stap voor stap tot

een gewone breuk teruggevoerd kan worden.

Dus
R =R + !
12 G20+ 1 1
R +
23 Gh
G 4 0
30 1+ R3h Gho
1
'R12+G . 1
20 1+ R G
R+ 34 Lo

23 G30 (1 + R3h G MO) + Gy, enz.

e
Bij een numeriek voorbeeld van dit type kan men beter de Aeelbreuken
stap voor stap numeriek berekenen dan eerst alles algebralsch her-
leiden en als laatste stap de numerieke waarden invullen.

Bijvoorbeeld als elke weerstand 1 Q bedraagt, is
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2]
1}
+

]
+

"
+

= 2 .13
=1+ 8 ) Q.

I.11. Spannings= en stroomdeling

Verdere voorbeelden van serie— en parallelschakelingen zijn de

spannings— en stroomdelers (fig. 17).

Rl
i I .
—J + T +
2
U
1 R2 U2 11 1 G2 U
7 I
()
1
: + | S I

T
2
U >
1 G3 G,

(a)

Fig. 17
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I.11.1.
In fig. 17a zien wij een serieschakeling van weerstanden verbonden

aan een spanningsbron. De totale weerstand is_dus R1 + R2. De stroom
1

die door de bron geleverd wordt is dan I= en deze stroom

R1 + R2
vloeit door beide weerstanden.
De spanning over R2 is dus gelijk aan
R. U
_ _ 2 1
Up =Ry I R, + Ry
R, + R
D.w.z. dat U2 verkregen wordt door U1 door -——E;——'te delen.
2

I.11.2.
In fig. 17b hebben wij een parallelschakeling verbonden aan een
stroombron. De totale geleiding is G1 + G2 en de spanning die hierover

ontstaat is gelijk aan

I

G1 + G2

Derhalve is de stroom I

G, I

5 die door G2 vloeit, gelijk aan

G1 + G2 R1 + R2
D.w.z. dat I, verkregen wordt door I, door =

1 1 G R
te delen.

2 1

In fig. 17c en 17d hebben wij wat gecompliceerdere schakelingen, maar

dezelfde rekenwijze kan ook hier toegepast worden.

I.11.3.
In fig. 17c bedraagt de totale weerstand
+
R+ 1 = R 4+ Ry (Rg*hy)
1 G+ 1 1 R2 + R3 + Rh :
2 R3 + Rh

De totale stroom is dus
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(R2 + R3 + Rh) u,

(R3 + Rh) (R1 + R2) + R1 R2 1

De combinatie van R2 parallel aan R? + Rh fungeert als stroomdeler.
Volgens de formule voor stroomdeling uitgedrukt in weerstanden, vloeit door

Rh een stroom R2
R2 + R3 + Rh 1

De spanning U2 is dan

oW o f2 By .
R. + R_ + Rh 1 (R1+R2) (R3+Rh) + R1 R2 1

Op dezelfde wijze vinden wij voor fig. 17d dat de totale geleiding be-

draagt
6oy 2 1650
1 R+ 1 1 G2 + G3 + Gh :
2 G3 + Gh
De spanning U1 is dus
(G, +G,+G, )
U 2. 734 1

1 (G1+G2)(G3+Gh) + G1 G2 1

De combinatie van G, in serie met G, + Gh fungeert als spanningsdeler.

3

Volgens de formule voor spanningsdeling uitgedrukt in geleidingen, ont-
staat over Gh een spanning

G2 .
+
G2 + G3 Gh 1

De stroom 12 is dan gelijk aan

G, G, . G, G, .
G2 + G+ Gy (G1+G2)(G3+Gh) + G1G2 1

3
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I.12. Maasmethode

Tot nu toe hebben wij uitsluitend met de zogenaamde serie-parallel=-
schakelingen gewerkt, waarvan de totale weerstand, de stroom, en de
spanningsverhoudingen kunnen worden berekend door uitsluitend de combi-
natiewetten van weerstanden in serie of parallel toe te passen.

Bij een zogenaamde brugschakeling (fig. 18) lukt dit niet meer. Wi]
moeten dan terugvallen op de wetten van Kirchhoff. Wij kiezen de posi-
tieve stroomrichting en positieve spanningspolariteit van elke tak = behalve
in de spanningsbrontak = volgens de afspraak van fig. 6. Op deze wijze
kunnen wij de figuren eenvoudig houden door de dubbele pijlen bij de
aanduiding van de takspanningen weg te laten.

Teneinde alle stromen en spanningen in het netwerk te bepalen,
zullen wij de stroomwet voor de vier knooppunten en de spanningswet voor

de verschillende gesloten wegen opschrijven.

Fig. 18
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De stroomwet levert:

+ I1 + I2 - IO =0 voor knooppunt A
- 12 - I5 - 13 =0 B
+ I3 - Ih + IO =0 C
- I1 + I5 + Ih = 0, D

Deze vier vergelijkingen zijn niet onafhankelijk. Iedere vergelijking kan
verkregen worden door de andere drie op te tellen en dan met =1 te ver-
menigvuldigen. Wij hebben slechts drie onafhankelijke vergelijkingen met
zes onbekenden. Wij kunnen dus drie variabelen, of combinaties van
variabelen, als onafhankelijke beschouwen. Als onafhankelijke variabelen

kiezen wij I I I

0> "1 7L
Dan is 12 = IO - I1
13 = - IO + Ih
I5 = I1 - Ih'
Wij passen nu de spanningswet op de gggggx UO’ RE’ R3 .
Ri» Rg» R,
en Rh’ R3, R5 N

alsmede de wet van Ohm op iedere weerstand toe.

Er volgt

0=- UO + R2 12 - R3 I3 R

0= R1 I1 + R5 I5 - R2 12 ,

0= I, +R, I -R. I_ .
By Ty * B3 I3 7 g dg

x

"Maas" wil hier zeggen: de omtrek van een opening. Een maas is een
speciale gesloten weg. Vgl. de mazen van een visnet.
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Nadat de afhankelijke variabelen I2, 13, 15 geélimineerd zijn verkrijgen

wi]

U = (R2+R3) I, - R, I, - Ry I, (1)
0 = - R, I+ (R1+R2+R5) I, - R5 I, (2)
0 = - R3 IO - R5 I1 + (R3+Rh+R5) I, - (3)

Voordat wij deze vergelijkingen oplossen willen wij eerst een paar
interessante feiten opmerken. In de eerste plaats hadden wij meer ver=

gelijkingen kunnen opschrijven, bijvoorbeeld voor de weg UO’ R1, Rh geldt

- UO + R1 I1 + RLL Ih = 0.

Deze vergelijking is echter niet onafhankelijk van de andere drie,
maar kan worden verkregen door (1), (2), (3) op te tellen. Hetzelfde zou
gelden voor alle andere wegen, aangezien wij slechts drie onafhankeli jke
onbekenden hebben en reeds drie vergelijkingen.

Het tweede punt is, dat de vergelijkingen (1), (2), (3) evengoed
verkregen hadden kunnen worden wanneer wij uitgegaan waren van fictieve,

zogenaamde maasstromen (fig. 19).

Fig. 19
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De takken van het netwerk delen het vlak waarop het netwerk is getekend
in een aantal door de takken begrensde gebieden. Langs de grenzen van
deze gebieden - de mazen - denken wij ons rondgaande stromen, zoals is
afgebeeld in fig. 19. De echte stroom in een gegeven tak is hetzij de
maasstroom zelf, of het verschil tussen twee aangrenzende maasstromen.

Bijvoorbeeld is I_ = I1 - Ih' Het minteken treedt op als wij afspreken

5

dat de positieve richting van alle maasstromen steeds met dezelfde

omlooprichting correspondeert (in fig. 19 met de klok mee).

Een maasvergelijking kan worden opgeschreven door de in de maas
aanwezige spanningsbronsterkte gelijk te stellen aan de som van
alle weerstanden in de maas, vermenigvuldigd met de eigen maas—
stroom en verminderd met de som van de produkten van de aangren-
zende maasstromen en de corresponderende weerstanden die tot de

desbetreffende en de aangrenzende mazen behoren.

Volgens deze procedure kunnen wij de vergelijkingen (1), (2), (3)
direct opschrijven. Men moet daarbij goed op de polariteit van de bronnen

letten. In vergelijking (1) heeft U, een plusteken omdat IO positief is

0
wanneer de maasstroom van de plus— naar de minklem buiten de bron

vloeit (d.w.z. van de min=- naar de plusklem binnen de bron); in het tegen-
overgestelde geval zou het teken min zijn.

Deze maasmethode is steeds bruikbaar wanneer het netwerk op een
plat vlak getekend kan worden zonder kruisende takken. In dit college
zullen wij uitsluitend met deze z.g. vlakke of planaire netwerken te
maken hebben. Wij hebben hier niet bewezen dat deze methode algemeen
geldig is, maar het wel aannemelijk gemaakt en, in het geval van de brug-
schakeling van fig. 18s.geverifieerd.

Wij komen nu op de oplossing van de vergelijkingen (1), (2), (3)
terug. Dit kan door stapsgewijze eliminatie, &f met behulp van determi-

nanten, 8f volgens de matrixalgebra geschieden. Het resultaat is
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I, =% _(R1+R2) (R3+Rh) *+ Rg (R +R,*R +Rh) ’ 0
I1 =% :R2 (R3+Rh) + R5 (R2+R3)~‘ UO
I, =% :R3 (R1+R2) + R (R +R3)—’ Uy >
waarin 4 = R, R (R2+R3) + R, Ry (R1+Ru) * By (R2+R3) (R1+Rh).
I.13. Knooppuntsmethode 3

Fig. 20

To

In fig. 20 hebben wij dezelfde brugschakeling als in fig. 18, behalve
dan dat daaraan een stroombron in plaats van een spanningsbron is ver-
bonden. In plaats van een aantal stromen als onbekenden te nemen gaan wij
nu van de onbekende spanningen uit. Eén knooppunt wordt als referentie
gekozen en de potentiaalverschillen - dus de spanningen - tussen alle
knooppunten en dit knooppunt worden als variabelen beschouwd. Kortheids-
halve worden deze met U,, U

U

12> Ups U3 aangeduid in plaats van met U1O’ U2O’
30°
Alle spanningen kunnen in deze variabelen worden uitgedrukt. Dus

U23 = U2 - U3.

De stromen in de verschillende takken worden aangegeven
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door vergelijkingen zoals I5 = G5 (U3 - Ug)' We passen nu de stroomwet
van Kirchhoff in elk knooppunt toe.
Dus

-1 +¢G (Uu-u))+¢G, (Uu-U)) =0 (1)

0 171 737 2 ‘71 27
Gg(Ug‘U1) + 6y Uy + G5(U2-U3) =0 (2)
- + - =
G, (U3=U,) G5(U3 U,) + G, uy=o0 (3)
- G Uy = G5 U, + I =0, (4)

Deze vergelijkingen zijn echter niet onafhankelijk, bijvoorbeeld de vier-
de vergelijking kan worden verkregen door de eerste drie op te tellen

en alle termen met -1 te vermenigvuldigen. WiJ kunnen derhalve de vierde

vergelijking weglaten.

De eerste drie vergelijkingen kunnen systematischer als volgt worden ge-

schreven:

) U, - G. U, - G, U

H
n

(G1+G

0 2 1 2 2 173
0 = - G2 U1 + (G2+G3+G5) U2 - G5 U3
0 = - G] Ui - G5 U‘2 + (G|+Gh+G5) U3 .

Deze vergelijkingen hadden direct opgeschreven kunnen worden indien wij

de volgende regel gevolgd hadden:

De van de bron afkomstige stroom die naar knooppunt k toevloeit is
gelijk aan het produkt van de spanning Uk en de som van alle gelei-
dingen die in knooppunt k uitmonden, verminderd met de som van de
produkten van alle andere spanningen Ul met de geleidingen die

knooppunt k met knooppunt 1 direct verbinden.

(Opmerking: Alle spanningen zijn de potentiaalverschillen tussen de
desbetreffende knooppunten en het referentieknooppunt. Afvloeiende stromen
moeten van een minteken worden voorzien. Bijvoorbeeld, indien wij de
vierde vergelijking (knooppunt 0) hadden gebruikt, dan was deze geschre-
ven als = I = = G3 U2 - Gh U3. Elke vergelijking blijft steeds de

0
stroomwet uitdrukken.)
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Deze knooppuntsmethode is steeds bruikbaar, ook voor niet-planaire

netwerken. Wij hebben de bruikbaarheid niet bewezen, maar slechts
voor deze brugschakeling geverifiéerd.

De oplossing van de vergelijkingen luidt:

_1 -

U1 =z _GS (G1+G2+G3+Gh) + (G1+Gh) (G2+G3)J I,
_1 B

U, = 3 _G5 (G1+G2) + G, (G1+Gu)_| I
1 -

Uy = 3 _GS (G1+G2) + G, (G2+G3)_1 Iy s

).

waarin A = G (G1+G

5 ) (G3+Gh) + G2 G3 (G1+Gh) + G Gh (G2+G

1

2 3

Het is dan heel eenvoudig de spanningen over, of de stromen door, de
verschillende geleiders te berekenen.
Zowel uit deze oplossingen als uit die van § I.12 kan de voorwaarde

voor het in evenwicht zijn van de brug van Wheatstone worden afgeleid.

Wanneer de stroom I5 = 0, is de brug in evenwicht, d.w.z. in § I.12 is
11 - Ih = 03 hier 1is U3 - U2 = 0.
Hieruit volgt R2 Rh = R1 R3
G2 Gh = G1 G3
of E— = EE
R2 R3

Op deze vergelijking berusten vele meetmethoden. In het onderhavige
geval kan één weerstand bepaald worden wanneer de andere drie bekend
zijn. Hiertoe wordt een stroomdetectie-apparaat (galvanometer) gebruikt

om het nul zijn van I_ te bepalen.

5
Opgave: Leid de voorwaarde van het in evenwicht zijn van de brug van
Wheatstone af door gebruik te maken van spanningsdeling. Geef ook een

afleiding gebaseerd op stroomdeling.

I.13. Verdere toepassingen van de maas— en knooppuntsmethode

Een voorbeeld van een netwerk met twee soorten bronnen is dat van

fig. 21.
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Fig. 21

I.13.1.

Volgens de maasmethode verkrijgen wij

0 = (R2+R3+Rh) I, - R3 I, - R, 13 (1)
Ug + Ug = = Ry I, + Ry I, (2)
~Ug = -R, I+ 0 + (R1+R2) I3 - (3)

Echter U6 is geen bekende maar een onbekende variabele.

Aan de andere kant is
Ip=1,-1 (L)

wel bekend.

Wij kunnen nu als onbekende variabelen I1, I en U6 nemen en de drie

3
vergelijkingen oplossen. Hiertoe wordt (L) gebruikt om I, te elimineren
uit (1), (2), (3).

Dus

- R3 I = (R2+R3+Rh) I, - (R2+R3) I, (1)
Ug + Ry Ig = =R, I, + Ry I - Ug (2)
0 = - R, I, ¥ (R1+R2) I3+ Ug (3)
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Deze vergelijkingen kunnen voor I1, 13, U6 worden opgelost, en hieruit
kunnen alle onbekende stromen en spanningen worden bepaald.

I.13.2.

Volgens de knooppuntsmethode verkrijgen wij

- = (G3+Gh) u, - Gy U, - Gy, Us (5)
Ig = - G3 U, + (G2+G3) u, = G, U3 (6)
0 = -G, U, - G2 U, + (G1+GE+GM) U3 . (7)
Maar 15 is geen bekende variabele; U5 is wel bekend.
U, =U_. (8)

Wij kunnen Uys U3, 15 als onbekende variabelen kiezen en (8) gebruiken

om U, uit (5), (6), (7) te elimineren. Zodoende verkrijgen wij

-(G3+Gh) U5 = - G3 u, - G), U3 + 15 (5)
I6 + G3 U5 = (G2+G3) U2 - G2 U3 (6)
G), U5 = -G, U, + (G1+G3+Gh) U3 . (7)

Deze vergelijkingen kunnen voor U2, U3, I5 worden opgelost en hieruit
kunnen alle stromen en spanningen worden bepaald. Het is leerzaam beide
stelsels vergelijkingen op te lossen en aan te tonen dat zij werkelijk
hetzelfde resultaat leveren. Toevallig is in dit voorbeeld het stelsel
(5), (6), (7) (knooppuntsmethode) gemakkelijker op te lossen dan het
stelsel (1), (2), (3) (maasmethode).
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2. NETWERKSTELLINGEN EN HULPMIDDELEN BIJ NETWERKBEREKENINGEN

2.1. Superpositie

Twv hat sranmosar A~ Lot
411 HTCU vourgaaliuce ILico

n voor het oplossen
van netwerkproblemen besproken. Al deze methoden berusten op de wetten
van Kirchhoff en de wet van Ohm. Deze wetten geven lineaire, homogene
relaties tussen de stromen en spanningen aan, d.w.z. dat de stromen of
spanningen slechts in de eerste macht voorkomen. Er komt geen U2, U3, uIl,
sin(U), 1n(I) enz. voor, slechts het produkt van een variabele U of I
met een niet van U of I afhankelijke co&fficiént.

Bij de oplossing van een netwerkprobleem gaan wij uit van een aantal
vergelijkingen die lineair en homogeen in de stromen en spanningen zijn.
Hierbij moeten wij bedenken dat wij alle bronsterkten alsmede de onbekende

"stromen en spanningen" rang-

stromen en spanningen onder het hoofd
schikken. Anders zouden de vergelijkingen niet homogeen zijn.

Teneinde tot een oplossing te komen worden sommige variabelen staps=
gewijze geélimineerd. Bij de eliminatie van een variabele uit twee
lineaire vergelijkingen worden de vergelijkingen zo nodig vermenigvuldigd
met constanten en bij elkaar opgeteld. Het resultaat is nog een lineaire,
homogene vergelijking. Uiteindelijk worden vergelijkingen verkregen waar-—
bij de afhankelijke in de onafhankelijke variabelen worden uitgedrukt.

Als voorbeeld, beschouwen wij het geval dat alle takstromen in de span-

ningsbronsterkten worden uitgedrukt:

Eén bepaalde verdeling van stromen en spanningen in de takken van

het netwerk noemen wij een toestand van het netwerk. Een toestand wordt
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dus bepaald door een stelsel waarden van de stroom- en spanningssterkten
die aan het hierboven geschreven stelsel netwerkvergelijkingen voldoen.
Wij beschouwen nu twee verschillende toestanden welke wij met de
symbolen (I', U') respectievelijk (I", U") aanduiden. Wij hebben dan de
relaties
T3 = Ay Up v A Up teee Ay Uy

[ ' ' '
I2 A21 U1 + A22 U2 + ... +A_ U

I"=A _ U"+A , U+ ...+A _U"

I"=A__ U"+A__ U+ ... +A_U"

" = A " v + " R
e N IR S Am Un

Ibar vermenigvuldiging van de twee stelsels vergelijkingen met willekeurige
constanten o , respectievelijk B, en optelling van de resultanten ver-—

krijgen wij

] " = (] " 1 A (] "
a I+ 8 11 A11 (o U+ g U1) + A (aU'+8 U2) + A13 (a U! + B U3) + ..

12 2 3

(a UL + B Ug) + A, (aU +8U") + ..

1 " - 1
aIy+B8I =4, (aU 12 2 13 3

"
2 21 prevuy) A

[}

I' +RI"=A_, (cU'+B8U") +A_ (aUL+pUL
n n 1 1

1 "
nl n2 2 2) * An3 (a U3 + 8 U3 + ..

3 3

M.a.w., zijn (I', U') en (I", U") twee verschillende toestanden, dan is

(a I'" + B I", a U' + B U") ook een toestand.
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Aangezien de o en B willekeurig zijn, kunnen wij het resultaat als volgt
interpreteren: een gegeven toestand kan worden opgevat als de superpositie
van twee andere toestanden.

Dit is een algemene eigenschap voor lineaire systemen, d.w.z.

systemen die beschreven kunnen worden door lineaire, homogene verge-
lijkingen. Het zal duidelijk zijn dat wij in deze afleiding geen gebruik
van de speciale eigenschappen van de stroom als wezenlijk verschillend van
de spanning hebben gemaakt. Wij hebben slechts met variabelen te maken,
zodat de superpositie geldig blijft als wij een willekeurig aantal stromen
en spanningen uitdrukken in een willekeurig aantal stroom- en spannings=-
bronsterkten.

Een bijzonder geval is dat waar er slechts twee bronnen aanwezig

zijn, met sterkten die wij U1 en U2 kunnen noemen. Kiezen wij de toe-

standen zodanig dat U; = U1, Ué =0 en Uq = 0, Ug = U2 ena=8=1,

dan volgt dat de werkelijke stromen IT’ 12, A Im , die bij de U1 en U2

I' en 1", I", ..., I" ,
m m

behoren, volgen uit de superpositie van I!, I! 1 1o

s sens

die bij de U; . Ué respectievelijk U? s Ug beioren.
M.a.w., wij kunnen de werkelijke stromen berekenen door de stromen te

berekenen = wanneer telkens een van de bronsterkten gelijk nul wordt

gesteld = en daarna de resultanten op te tellen.

Bevat het netwerk meer dan twee bronnen, bijvoorbeeld U1, U2, U3, cee s

dan kunnen wij de werkelijke stromen berekenen als de superpositie van

UL=0,U4=0,...enUf=0,U}=U

. 1 =

de twee toestanden: U1 U1, 5 3 5 0?

Ug = U3 «es « De tweede toestand kan echter worden opgevat als de

superpositie van twee toestanden: U;" =0, Ué" = U2 s Ué" =0,
Tt = " = mnn = mnn = nn -

Uh O, ... en U1 0, U2 o, U3 U3 s Uh Uh .

Eveneens kan deze laatste toestand worden opgevat als de superpositie
van twee eenvoudigere toestanden. Bovendien kunnen wij in het voorgaande
een aantal spanningsbronnen vervangen door stroombronnen en een aantal
van de te berekenen stromen vervangen door spanningen met behoud van de
geldigheid van de superpositie.

Wij komen dan tot een formulering van het algemene superpositiebeginsel

voor netwerken.
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Bevat een lineair netwerk n bronnen, dan kunnen alle stromen en
spanningen in het netwerk worden berekend door telkens deze te be-
rekenen voor ieder van de n gevallen waarin alle bronsterkten op een

na gelijk aan nul worden gesteld, en de n resultanten op te tellen.

R1 R2
[ 1 ] ]
LN *
u1<> :]R >u2
I 3 /
- I
Fig. 22

Voorbeeld 1

In fig. 22 kunnen wij de volgende maasvergelijkingen opschrijven

u, = (R1+R3) I, - R3 I,

Uy == By Iy + (Ry#Ry) T,
Hieruit volgt

AL, = (R2+R3) U, - Ry U,

AI. =R, U, = (R,4+R,) U

2 371 173 2

waarin A = R1 R2 + R2 R3 + R3 R1.

Hier zien wij dat bijvoorbeeld I,I gelijk is aan de som van twee termen,

namelijk R+ R - R
2 3 3
~—= U, en "
[y I JA

die verkregen kunnen worden door beurtelings U, en U1 in vergelijkingen

2
(1) gelijk aan nul te stellen. Met andere woorden, I1 kan worden bepaald
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door de som van de stromen in de twee netwerken van fig. 23 te berekenen.

—
| S | | S |
R R
2
+ +
U1< []R3 }2 R ] [ Ry )Ue
1 Il‘]' i
L
(a) (v)

Fig. 23

Deze netwerken ontstaan door in fig. 22 beurtelings U2 en U1 gelijk nul
te stellen, d.w.z. in de desbetreffende tak de spanningsbron te ver-

vangen door een kortsluiting. Wij vinden

U R, +
I' = 1 = (2 R3)U
1 R, R A 12
-
1 R2 + R3
-U R =R
_ 2 3 .3y
1 R, R "R, +R A T2°
R o+ 1.3 1 3
2 R1 + R3

i = + +
waarin A R1 R2 R2 R3 R3 R1

i p 1 = = ! = 1 = " o= "=
In dit voorbeeld is o B 1, U1 U1, U2 0, U1 0, U2 U2.
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Voorbeeld 2

 S—
(=]

no
—

Fig. 2k

De knooppuntsvergelijkingen zijn

H
n

(G1+G3) U1 - G3 U,
-12 = -G3 U1 + (G2 + G3) U2 .

Hieruit volgt

AU1 = (G2+G3) I1 - G3 I2

U, =Gy I, = (G1+G3) I,

waarin A = G1 G2 + G2 G3 + G3 G1.

Hier zien wij dat bijvoorbeeld U, gelijk is aan de som van twee termen,

1
namelijk,
G, + G -G
2 3 3

s Ly en I

die verkregen kunnen worden door beurtelings 12 en I1 gelijk nul te

stellen. Met andere woorden, U, kan worden bepaald door de som van de

1
twee spanningen in de twee netwerken van fig. 25 te berekenen.



Par.2.1. L1

+ J S | + ___J
G3 Gs

(a) (b)

Fig. 25

Deze netwerken ontstaan door in fig. 24 beurtelings I, en I1 gelijk aan

2
nul te stellen, d.w.z. de stroombron uit de desbetreffende tak te ver-

wijderen. Met behulp van de methoden in par. I.11. vinden wij

I G, +G
Ul = 1 % 3)1
1 G, Gy 5 10
G, + o3
175 76,
2t 53
-1 G -G
u" = 2 3 - 31
1 G. G, "G, +a, 1 2>
G, + 3 T3
2 TG v 6,

waarin A = G1 G2 + G2 G3 + G3 G1.

1 1 = = ' = ' = "= " o=
In dit voorbeeld is a B 1, I1 I1, 12 0, I1 0, 12 12.
Deze voorbeelden tonen aan dat het superpositiebeginsel een hulpmiddel

bij netwerkberekeningen verschaft, dat in sommige gevallen sneller tot

resultaten voert dan de maas= of knooppuntsmethode.

Opgave. Vervang de stroombron I_ door een spanningsbron in fig. 26 en

2
bereken het resulterende netwerk m.b.v. het superpositiebeginsel.
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Opmerkingen: Het superpositiebeginsel is in het algemeen slechts geldig
als het systeem lineair is. Het beginsel geldt in het algemeen niet voor
het berekenen van het vermogen - hoewel in bepaalde speciale gevallen,
waarvan één in een ander hoofdstuk zal worden behandeld, het beginsel

wel kan worden toegepast.

Voorbeeld 3

Vloeit er bijvoorbeeld een stroom van 5 A door een weerstand van 1 Q,

dan bedraagt het vermogen 25 W. Dit is niet gelijk aan de superpositie van
een vermogen van 4 W, behorende bij een stroom van 2 A en een vermogen

van 9 W, behorende bij een stroom van 3 A.

Voorbeeld 4

In een bepaald niet=lineair netwerk wordt de stroom gegeven door

= 2 . STt = [ " o_ "no_
I A U1 + B U2 . Kiezen wij U1 U1, U2 0, U1 0, U2 = U2 s

ontstaat wel de juiste stroom door superpositie van deze twee toestanden.

dan

Kiezen wij echter twee algemene toestanden, dan volgt

2
" = [ 1
I A U1 + B U2
I" - A U" + B U"2
1 2
ol' + B I" = A (o Uy + 8 Uq) + B (a Uéz + B U;2)
2
#A(aUy +8UY) +B (aU) +8UN",
tenzij a B Ué Ug = 0 , zoals hierboven is vermeld.

Voorbeeld 5

De weerstand van een gloeidraad van een gloeilamp is een functie van de
temperatuur van de draad. De temperatuur is een functie van het gedis-

sipeerde vermogen en het vermogen is een functie van de stroom.

De spanning over de gloeidraad is dus een niet-=lineaire functie van de

stroom U = f (I). Hiervoor geldt het superpositiebeginsel niet.
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2.2. Het Theorema van Tellegen

Het volgende door B.D.H. Tellegen in 1952 geformuleerde theorema is

een zeer belangrijk theorema met vergaande consequenties.

Stel dat in een netwerk stromen vloeien die aan de stroomwet van
Kirchhoff voldoen. Stel dat er over de verschillende takken span-
ningen zijn, die aan de spanningswet van Kirchhoff voldoen. Stel dat
de positieve stroomrichting en positieve spanningspolariteit van

elke tak worden gekozen volgens fig. 6. Dan volgt uitsluitend uit

deze voorwaarden dat de som van de produkten van de takspanning en

takstroom over alle takken gelijk aan nul is.

Dit theorema is een gevolg van de wetten van Kirchhoff en heeft niets met
de wet van Ohm te maken; het is ook geldig voor niet-lineaire netwerken,
die echter niet in dit college behandeld zullen worden.

Bewijs: De takspanningen kunnen worden uitgedrukt in knooppuntspotentialen
(§ I.13). Dus U . =V -~ Vs waarin U

kl k kl

takken) die knooppunt k met knooppunt 1 direct verbindt, en Vk en Vl de

potentialen van de knooppunten k en 1 ten opzichte van het referentie-

de spanning over de tak (of

knooppunt zijn. Dan geldt:

IUg L =2 (M = V) Iy s

waarbij de sommatie wordt uitgevoerd over alle takken.

Ikl wil zeggen dat de positieve stroomrichting van knooppunt k naar
knooppunt 1 loopt (§ I.5.3). In deze sommatie moeten k en 1 alle waarden
aannemen die corresponderen met een tak tussen de twee knooppunten.
Wanneer er geen directe verbinding tussen bijvoorbeeld knooppunt m en n
aanwezig is, kunnen wij toch een term (Vm - Vn) Imn aan de sommatie
toevoegen, indien wij I, = 0 stellen.

Onder deze voorwaarde is

n n
- 1
L (vk - Vl) IL.=35 11 (Vv -=v.)1I

t K k=1 1=1 £ 17 KL

waarin I een sommatie over alle takken aanduidt.
t
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De factor 3 ontstaat doordat in de laatst geschreven vorm elke tak twee

keer voorkomt, en volgens onze richtingsafspraak

I =~ I » zodat (Vk - vl) I = (Vl - Vk) (-Ilk).
NuiszzZ (V. -V,)I_ =z(V, I _ )=z (V. LI . )=0,
k1 k 1 k1 K k 1 k1 1 1 Kk k1l
vanwege de stroomwet van Kirchhoff, namelijk I I is gelijk aan de
1 kl

algebraische som van de strcmen die van knooppunt k wegvloeien, en is

dus nul, terwijl I Ikl gelijk is aan de algebralsche som van alle stromen
k
die naar knooppunt 1 toevloeien, en is dus ook nul.

Aangezien het bewijs uitsluitend gebruik maakt van de wetten van Kirchhoff
(de spanningswet werd gebruikt toen wij Ukl = Vk - Vl stelden), behoeven
‘de spanning en stroom niet op dezelfde toestand betrekking te hebben,

en evenmin op hetzelfde netwerk. Wat wel noodzakelijk is, is dat de

configuraties van de twee netwerken gelijk zijn, d.w.z. hetzelfde aantal

knooppunten en takken en dezelfde onderlinge relaties.

Voorbeeld (fig. 26)

UI=-~- - - -
b v, I_+ (V V3) I1 + (v V2) 12 + (V=v.) I

t 170 1 1 3 2" 75
+ V3 Ih + V2 I3
=V, (--IO + I+ 12) +V, (—I2 - 15 + 13) + vy (-I1 I+ Ik)’

en elke term tussen haakjes is gelijk aan nul vanwege de stroomwet.
Het resultaat is onafhankelijk van de G's.

Voor fig. 26 b kunnen wi]j een dergelijke vergelijking opschrijven,
maar met I' respectievelijk V' in plaats van I, V. Dezelfde conclusie
geldt hier ook. Tenslotte kunnen wij de stromen voor netwerk a combi-

neren met de spanningen van netwerk b (of omgekeerd) met als resultaat

ct ™

Uu' I = ' - + + ! (- - ! (= =
v] ( Iy + I, 12) + V) ( I, 15 + 13) + v3 ( I, + 15 + Ih) = 0.

Ook voor allerlei mogelijk verschil in elementwaarde of elementtype

van de twee netwerken blijft het resultaat geldig.
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Fig. 26

Wat wij niet mogen dcen, is het aantal takken, of knooppunten, of hun

onderlinge relaties, veranderen.

2.2.1. Behoud van vermogen

In het speciale geval dat de spanning en stroom op dezelfde toestand
betrekking hebben, verkrijgen wij direct de wet van behoud van vermogen.
Deze wet volgt dus uit de wetten van Kirchhoff en behoeft niet als een
apart beginsel te worden ingevoerd. Wij hebben reeds in § 1.2 gezien dat
U I het door de tak opgenomen vermogen is. Volgens het theorema kunnen

wij schrijven
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r U1l = -$LU1I .
W b

waarin £ , £ sommatie over alle weerstanden respectievelijk bronnen
w b

betekenen. D.w.z., het totale door de weerstanden opgenomen (gedissipeerde)
vermogen is gelijk aan het totale door de bronnen geleverde vermogen.
Achter deze netwerktheoretische beschrijving steekt de fysische omzetting
van chemische of mechanische energie door de bronnen in elektrische
energie, de energieoverdracht naar de weerstanden en het omzetten van deze

energie in warmte.

2.2.2. Het reciprociteitstheorema

Uit een tweede speciaal geval kunnen wij het reciprociteitstheorema

afleiden :

a) Stel dat in een bepaalde tak van het netwerk de stroom ten gevolge
van een in een andere tak van het netwerk aanwezige spanningsbron
bepaald moet worden. Als de posities van de bron en de te meten
stroom verwisseld worden, dan zijn de gemeten stromen in de twee
situaties gelijk.
b) Indien in het voorgaande "spanningsbron" door "stroombron" en
"stroommeting" door "spanningsmeting" vervangen worden, dan is de
resulterende stelling ook geldig.
Deze stelling wordt aan de hand van de brugschakeling in fig. 27 toege-
licht.

Symbolisch kunnen wij het netwerk op de volgende wijze voorstellen
(fig. 28). Binnen het kastje '"netwerk' bevinden zich weerstanden maar

geen bronnen.
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1 5 I, 2

+ S}————(————-—- -————-O———-—(? R
Yy netwerk !Ue
1! | o1

Fig. 28
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Aan de aansluitklemmen (1,1'), of (2,2') kunnen wij bronnen verbinden of
kortsluitende draden en de stroom daardoor meten, of wij kunnen de

klemmen open laten en de spanning tussen de klemmen meten.

Om het theorema te bewijzen beschouwen wij twee toestanden (Uk’ 1)

k
1 | 3
en (Uk’ Ik) waarin Uk en I

voorstellen.

X de spanning over, en de stroom in tak k

Dan geldt volgens het theorema van Tellegen

1! = = I' + 1! [ - - ' + v T

£ Uk k (U1 1 U2 2) ? L Uk Ik (U1 I1 U2 2)
W Y

waarbij I de sommatie over alle weerstanden, d.w.z. over alle inwendige

takken v betekent.

" = '
Maar Uk Ik Rk Ik Ik (k over alle weerstanden).

- 1! - 17! = ' = v =
U1 I1 U2 I2 z Uk Ik L Rk Ik Ik

z ==-U,I!-10 Ié.
w w

k i 171 2

Stel nu U% =0 = U2. Dat wil zeggen, in de eerste situatie (variabelen
Uk’ Ik) worden de klemmen 2,2' kortgesloten en in de tweede situatie
worden de klemmen 1,1' kortgesloten. Dan is U, I; = Ué 12'
Als wij bovendien U1 = Ué stellen dan is I% = 12, hetwelk het eerste

deel van de stelling bewijst.Als wij nu in plaats van het voorgaande,

I; = 12 =0 en 11 = Ié stellen, dan is U; = U2 , hetwelk het tweede deel
van de stelling bewijst.

Het reciprociteitstheorema kan vaak gebruikt worden bij bepaalde
metingen, zoals enigszins door het voorbeeld van de brugschakeling is
gesuggereerd. Anderzijds kan soms een bepaalde berekening door toepassing
van het theorema worden vereenvoudigd.

Bij de studie van de geavanceerde netwerktheorie en de theorie van
het elektromagnetisch veld is het theorema van aanzienlijk belang.

Ook in de mechanica, sterkteleer en de thermodynamica komt het recipro-

citeitstheorema in verschillende vormen voor.



Par.2.3. e}

Opgave: Bereken de stromen I1 en I2 in fig. 29 en geef een verklaring

van het resultaat.

R

R R
3 3 I

R
' i n
|
+ | :
|
U ! [
! ] Ry I I : Ry
- : |
| |
| |
1 1
(b

(a) )

I L

—_—— e ————— -

Fig. 29

Opmerkingen: Netwerken die buizen en transistoren bevatten, welke in

het lineaire gebied van kleine signalen werken, beantwoorden in het alge=-
meen niet aan het reciprociteitstheorema. (Zie in dit verband de dictaten
elektronica I en II.) Netwerken welke wel aan het reciprociteitstheorema

beantwoorden heten reciprook. Andere lineaire netwerken heten niet-reciprook.

Het begrip reciprociteit kan alleen in een zeer bijzondere betekenis op

zeer speciale niet-lineaire netwerken worden toegepast.

*
2.3. De theorema's van Thévenin (Helmholtz) en Norton (Mayer)

Gegeven een lineair netwerk dat van twee klemmen a en b voorzien is.
Het netwerk zelf bestaat uit weerstanden en bronnen. Via de klemmen
kunnen andere netwerken of apparaten worden aangesloten. De wisselwerking
tussen het gegeven netwerk en de aangesloten apparaten wordt uitsluitend
bepaald door relaties tussen de stroom en spanning aan de klemmen. Als
wij het gegeven netwerk berekenen, verkrijgen wij een stelsel lineaire
vergelijkingen in alle stromen en spanningen die in het netwerk aanwezig

zijn.

#*
H. Helmholtz, 1853; L.C. Thévenin, 1883

H.F. Mayer, 1926; E.L. Norton, niet gepubliceerd maar ca. 1926,
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I a (‘ N\
<+
netwerk T andere apparaten
U
I b
Fig. 30

Na alle overbodige interne spanningen en stromen geélimineerd te hebben,
wordt een vergelijking in de "uitwendige" variabelen verkregen - de stroom
I en spanning U van de klemmen - die ook lineair is: AU+ BI -C=0,
waarin A, B, C onafhankelijk van U en I zijn. De stromen in de twee toe-
voerdraden Zijn gelijk en tegengesteld, daar er anders een ophoping van
lading in het netwerk zou plaatsvinden. Bovendien is slechts het poten-
tiaalverschil tussen de twee klemmen van belang en niet de absolute
potentiaal. Zoals wij in verband met de knooppuntsmethode al gezien hebben,
kunnen wij é&n van de knooppunten als referentie kiezen en met alle span-
nigen t.o.v. dit punt werken. In het bijzonder treedt de spanning tussen

de klemmen op, als wij één van de klemmen als referentie kiezen. Als nu

A#0 , krijgen wij U = i? I+ % .

Deze vergelijking beschrijft het netwerk van fig. 31a.
I a
> +

+
C C A
= = G.==(S U
UT‘KC IN"B i"5(8)
b b

(a) (b)

Fig. 31a geeft het Thévenin vervangingsschema voor het netwerk links van
de klemmen a en b

Fig. 31b noemt men de Norton egquivalente schakeling
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Hierin stelt B/A een weerstand en A/B een geleiding voor. Als B # 0, dan
is :% U + % , en deze vergelijking beschrijft het netwerk van fig. 31b.
De conclusie is dat, wat de wisselwerking met andere netwerken

betreft, het gegeven netwerk equivalent aan de vervangingsschema's

van fig. 31 is. Het eerste schema is van Thévenin en Helmholtz,

het tweede van Norton en Mayer.

Indien A = 0, dan geldt slechts het Norton-schema (in dit geval is de
geleiding A/B nul) in de vorm van een zuivere stroombron. Indien B = 0,
geldt slechts het Thévenin-schema in de vorm van een zuivere spanningsbron.
Indien A = B =0, dan is C = 0 en kan er geen vergelijking worden ge-
schreven. De conclusie is dan dat U en I willekeurig zijn, hetgeen in strijd
met alle fysische ervaring is. Wij sluiten derhalve deze mogelijkheid uit.

Indien in het oorspronkelijke netwerk alle bronsterkten gelijk nul
worden gesteld, zijn alle stromen en spanningen nul (wet van behoud van
vermogen). In de vervangingsschema's moeten de bronsterkten dan ook nul
zijn. Wij noemen UT de Thévenin-spanning en IN de Norton-stroom.

In fig. 31a is de bronsterkte de gemeten open spanning Um (I=0), en
kan de serieweerstand uit deze spanning en de kortsluitstroomﬁl worden

N
berekend. D.w.z.,

Nu is de serieweerstand gelijk aan de aan de klemmen gemeten weerstand,
wanneer de Thévenin-spanning en dus alle bronsterkten gelijk nulworden
gesteld.

In fig. 31b is de bronsterkte gelijk aan de gemeten kortsluitstroom
IN en wordt de parallelgeleiding gegeven door

/
U, U

I

A _C/B_ N
B

=]
=]

Nu is de parallelgeleiding gelijk aan de aan de klemmen gemeten geleiding
wanneer de Norton-stroom en dus alle bronsterkten gelijk nul worden ge-

steld.
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Deze resultaten verschaffen nog een hulpmiddel voor het berekenen
van netwerken. Als voorbeeld nemen wij weer de brugschakeling (fig. 32)
en wij vragen het schema van Thévenin voor de klemmen a, b. De open

spanning volgt direct uit de resultaten voor spanningsdeling.

R1 R2

o B e e I

(a) ()

Dus

| R, + R, + R :
T Rh R2 3 0
De kortsluitstroom is het verschil tussen de stromen door R1 (positieve
richting: vloeiende naar a toe) en Rh (positieve richting: vloeiende
van a af), als a en b kortgesloten worden. Dan m.b.v. de resultaten voor

stroomdeling vinden wij in fig. 32a.

L - G1 ) Gh :
- E)
N G1 + G2 G3 + Gh 0
. (G1 + G2) (G3 + Gh) .
= E]
0 G1 + 62 + G3 + Gh 0
zodat G, G, = G, Gh
I.= — — u. .
N G1 + G2 + G3 + Gh 0
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De vervangingsschema's van Thévenin en Norton kunnen verder uit deze
resultaten worden bepaald.
De weerstand Ri volgt uit de relatie Ri = UT / IN of uit een directe

berekening van de serie=schakeling van R1en Rh parallel en R2 en R3

parallel:
G, +G.+G. +G R, R R. R
R. = 1 " 2) ( 3 )4 - 1 )4 + 2 3 .(zie flg- 32b).
+ +
1 (G1 Gh G2 G3) R1 Rh R2 + R3
Voorbeeld:

U, =10V,R =12,R, =kaq, Ry = 6 q, R =k a.

De Thévenin- en Norton-schema's worden gegeven in fig. 33.

16
-—S—Q
—{— }F—>0 O
a a
+
5 5
(::) 2V E-A TZ'S
) b b
O -O

(a) (b)
Fig. 33

Opgave: Reken deze schema's na en toon hun equivalentie aan.

Opmerking: Zoals uit de afleiding blijkt verschaffen de schema's van

Thévenin en Norton een middel om de spanning over en de stroom door de

klemmen te bepalen. Er kunnen uit de schema's geen conclusies worden

getrokken over de stroom- spanning- en vermogensverdeling binnen het

netwerk.

Opgave: Bepaal het gedissipeerde vermogen in de weerstand van de schema's
van fig. 33 en toon aan dat dit vermogen bij gelijke afsluiting
van de klemmen met  weerstanden, altijd verschilt in de twee
schema's behalve in &&n speciaal geval. Bepaal dit geval en toon
aan dat het vermogen dat dan in de afsluitweerstand wordt gedis-

sipeerd maximaal is.
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2.4. Equivalentie tussen de ster= en de driehoekschakeling

2.4.1. Transformatie van de ster=- naar de driehoekschakeling

I I

1 2
G12 ‘///
1 | J 2
T C—
G39 23
3

Fig. 3k
I3

(a) (v)

Gegeven de twee schakelingen van fig. 34. Wij vragen naar de voorwaarden
waaronder de stromen en spanningen aan de klemmen in fig. 3la gelijk zijn
aan de corresponderende stromen en spanningen in fig. 34b.

Voor fig. 3k4a kunnen wij de volgende vergelijkingen opschrijven

I,=¢6, (V,=-V.), I, =Gy (V2 - VO) . 13 = G3O (V3 - VO) s

waarin VO’ V1, V2, V3 de potentialen van knooppunten 0, 1, 2, 3 zijn.
Toepassing van de stroomwet van Kirchhoff op knooppunt 0 geeft

0=I +I_ +1I,=2¢G V, + G V., + G, V- (G 4G, +G_ )V

1 2 3 10 1 20 2 30 '3 10 720 "30° 0 °

waaruit volgt
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en
- - v
;. ot G3g) ¥y = Gpg Vp = O30 V3 .
10
1 Gy * Gpp * 3o
- + +
L. Gio Vs (G30 G10) v, G3O v3 .
2 G0 * o0 * O30 20
Lo %0 Ye T O Vot (G4 * Cpp) V3
3 Cio * Gpp * G3 30
Voor fig. 3L4b geldt
I, = (G12+G31) v] - G12 V2 - G31 V3
I, = = G V¥ (G re) Y, - €3 V3
= - - + .
I3 G3y V4 Gog Vp + (G3%G,3) Vg

Deze twee stelsels vergelijkingen worden identiek indien wij stellen

. - 10 C20
n ¥
12 Gy * Gy * C3g
6 - S0 %30
23 Gyp * Gy * Gg
o - 10%0
31 Gyp ¥ Gy * G3p

Met andere woorden, indien aan deze voorwaarden voldaan wordt, zijn de

twee netwerken van fig. 34 equivalent t.a.v. de stromen en spanningen

van de klemmen 1, 2, 3.

Deze relaties kunnen ook worden geschreven in de vormen

+ R R

20 B30 * B3 Big * Ryg By

R R
10 foo
R, = =R,. +R,, + ——— ,
12 Ry 20 ¥ Byg R
— f30
- k]
12 Ryp Ryg + By Byg * Ryg By
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enz. die de componenten van de driehoekschakeling in de componenten van

de sterschakeling uitdrukken.

Het is evident, dat indien men één van de betrekkingen (2.5.71)kent, de
andere betrekkingen volgen door cyclische verwisseling van de indices.

Deze relaties worden ook als de ster=driehoektransformatie aangeduid.

2.4,2, Transformatie van de drieloek naar de ster-schakeling

De omgekeerde transformatie kan door directe omvorming van verge-

lijkingen (2.5.1.) of op de volgende wijze worden bepaald.

Fig. 35

In fig. 35 worden aan beide netwerken drie stroombronnen verbonden die
tezamen met de weerstanden netwerken van 3 (fig. 35a) en 4 (fig. 35b)
mazen vormen.

Voor fig. 35b gelden de vergelijkingen

= I).

1 0

- Ip) s Upp =R (I3 = I5) Upg = Ry3 (I

31 7 731

De spanningswet van Kirchhoff toegepast op de inwendige maas leidt tot
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0 = U31 + U12 + U23 = R31 I2 + R12 13 + R23 I1 - (R23+R31+R12) IO ,
waaruit volgt
_Bpg Iy * Byy I+ Ryp Ig
= ’
0 R,y + Ry + R,
en U =R (R31 *Rip) I, - Riy I, = By Ig
23 23 R23 + R31 + R 5
U eg _le3li? (Ry3 + Byp) I, =Ry, 1o
31 31 R23 + R31 + R12
- +
U o _te3li 7By Tt (Rpg *+ Ryy) I
12 12 R,y + By * R,
Voor fig. 35 geldt
U23 = (R20+R3O) I, - R3O I, - Ry 13
Ugg = = Byg I+ (Ryg*Ry) I, = T
Upp = = Ryo Iy - Rig Ip * (Ryg*Ryo) I .

Deze twee stelsels vergelijkingen worden identiek indien wij stellen

LTS ¥
+
10 " Ry, + R, + R
R
F - 23 Bip
20 Ro3 * Ry + Ryp
_ 31 Fps
R3Q_D + + R s

welke de formules van de driehoek-stertransformatie zijn.

Andere vormen zijn
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G.. G
12 931
6 =g, +c . +-—=231
> 1
10 - & 3 Gog
R = Oe3 enz
10 Gup Gyq + Gyg Gy ¥ Gpg Gy

Deze transformaties lenen zich als hulpmiddel voor de berekening van

netwerken.

2.4.3.

Voorbeeld:

————— i ——

4

Fig. 36

Gevraagd: bereken IS'

Door een transformatie van de binnen de stippellijn liggende sterschake=

ling in een driehoek wordt fig. 37 verkregen.
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R1 R5 Rh R

5 .

1 = = +
waarin Ry R1 + R5 + Rh N RZ R,4 + R5 R1
Dit is hetzelfde probleem als dat van fig. 32.

Het resultaat is

(Gy + Gz) (GZ + G3)

1= G, + Gy + G ¥ G, Yo -
. R, By, - R, Ry "
5 Rg (R1+Rh) (R2 + R3) + R R, (R2 + R3) * R, Ry (R1+Rh) 0

Opgave: Controleer de juistheid van deze uitdrukking voor IS.
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3. WISSELSTROMEN EN WISSELSPANNINGEN IN NETWERKEN

3.1. Tijdafhankelijke grootheden

In het voorgaande hebben wij stilzwijgend aangenomen dat alle stromen
en spanningen constant waren. Wij hebben in dit verband steeds de notatie
U,I voor
deze grootheden met de tijd variéren, en schrijven u(t) en i(t) in
plaats van U en I. Wanneer er geen verwarring kan ontstaan laten wij de
t weg en schrijven eenvoudig u, i. Dit is een algemene regel die in vele
onderdelen van de fysica kan worden toegepast, namelijk constante groot-
heden worden met hoofdletters en van de tijd afhankelijke grootheden worden

met kleine letters aangeduid.

3.2. Tekenafspraak

Bij het rekenen met van de tijd afhankelijke grootheden, moeten wij
steeds aan de tekenafspraken van § 1.5.2. denken. Wij wijzen steeds een
positieve stroomrichting en positieve polariteit aan, zelfs als de stroom
of spanning van richting of polariteit in de loop van de tijd verandert.
Vloeit er in fig. 2 op tijdstip t1 een stroom in de richting van de pijl,

dan is i(t1) positief; in het tegenovergestelde geval is i(t,) negatief.

Het kan zijn dat op een ander tijdstip t2 de stroom tegen de1pijlrichting
vlceit zodat i(t2) negatief is. Deze richtingsverandering wordt dan
weerspiegeld in de tekenverandering van de functie i(t) als t varieert.
Op dezelfde wijze is de spanning u(t1) positief wanneer in fig. L de
potentiaal van punt A hoger is dan die van punt B op het tijdstip t1.
De symbolen voor de spannings= en stroombron met hun bijbehorende

pijlen en plus—en mintekens blijven onveranderd.

3.3. De wetten van Kirchhoff

De wetten van Kirchhoff en het verband tussen stroom en spanning

gelden voor elk tijdstip, zodat, in overeenstemming met § I.8,

n m
yi(t) =0 , Zul(t)=o.
=1 1=1
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Bovendien geldt de wet van Ohm voor elk tijdstip:
u(t) =R i(t) of i(t) =G u(t).

Dit betekent dat alle resultaten die uit deze wetten volgen, zoals methoden
voor netwerkberekeningen, superpositie, de theorema's van Tellegen, Thévenin,
Norton, de wet van behoud van vermogen en het reciprociteitstheorema hun
geldigheid behouden wanneer U, I door u, respectievelijk i worden vervangen.
Hierbij moeten wij bedenken dat bij de toepassing van de wetten, alle
beschouwingen betrekking hebben op stromen en spanningen op hetzelfde
tijdstip. Men lette goed op dat de weerstanden en geleidingen steeds onaf-

hankelijk van de tijd zijn.

3.4. Sinusvormige grootheden

Wij zullen in het vervolg veel aandacht besteden aan stromen en
spanningen die sinusvormig met de tijd veranderen, welke van primaire
betekenis voor de elektrotechniek zijn. Hiermede wordt bedoeld grootheden
van de functionele vorm I sin (wt + ¢). Deze functie kan op twee zeer
bruikbare wijzen meetkundig worden afgebeeld (fig. 38). In fig. 38a wordt
de waarde van de functle op een gegeven tijdstip gegeven door de projectie
op de vertikale as van een punt dat met constante snelheid, tegen de
klok in, een cirkel met straal I beschrijft. De voerstraal die het middel-
punt van de cirkel met dit bewegende punt verbindt, beweegt zich dan met
een hoeksnelheid w rad/s in de positieve draairichting. De omlooptijd
voor een omwenteling is dan T = %f‘s. Een projectie van het bewegende
punt op de horizontale a.5 levert de functie I cos (wt + ¢) op, welke een
functie van hetzelfde type is. In fig. 38b wordt de sinusfunctie in
grafiek uitgezet. In de elektrotechniek en de trillingsleer hebben wij
speciale namen voor de zojuist ingevoerde grootheden. Wij noemen T de

periode van de functie en w de hoekfrequentie. De parameter I heet de

amplitude. De hoek wt + ¢ heet de fasehoek; in het algemeen is Y de
fasehoek van een functie sin y. De hoek ¢ is de fasehoek op het tijdstip

t=0. Deze hoek kan worden genoemd de referentie-fasehoek, daar hierdoor de

#* ~ .
) In de literatuur komen de symbolen I en I_ in Plaats van T dikwijls
voor. WiJj geven de voorkeur aan een zo eenvoudig mogelijk symbool.
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tijdsoorsprong t.o.v. de functie wordt bepaald.

7= 2l
+ —
T
t= L
amplitude
t=0 t=T
+ ' bt
=% — st
w
t=3T
-I
Fig. 38
(a) e 3 (b)
Daar sin (wt + ¢ + 2nm) = sin (wt + ¢), n = +1, +2, ... , kan er enige

dubbelzinnigheid bij de keuze van ¢ optreden. Derhalve spreken wij af dat
¢ zodanig gekozen wordt dat -m < ¢ < w,

Een andere belangrijke parameter is de fregquentie f = % .
De frequentie is gelijk aan het aantal omwentelingen per seconde van de
voerstraal of het aantal cycli per seconde van de functie, d.w.z. het
aantal maal per seconde dat de functie "zich herhaalt". De eenheid van de
frequentie is hertz (Hz) en de eenheid van de hoekfrequentie is radiaal

per seconde (rad/s). Dus uit de fundamentele relaties

volgt dat 1 Hz = 2 7 rad/s.
Hebben wij te maken met twee sinusvormige grootheden van dezelfde fre-

quentie, i1(t) = I, sin (wt + ¢1) en i,.(t) = I. sin (wt + ¢2), dan zeggen

1 2
wij dat i1 in fase voor is t.o.v. i2, of 1

2

5 is in fase achter t.o.v. i1,

wanneer ¢. > ¢,. Er kan zich echter een wat kunstmatige situatie voordoen
tenzij wij onze definities aanpassen. Is bijvoorbeeld ¢1 = 0,9 m rad en

¢, = -0,9 m rad, dan zouden wij zeggen dat i 1,8 m rad in fase voor is
2

1

o Maar 11 =1, sin (wt + 0,9 m) = I, sin (wt - 1,1 ), zodat

wij even goed kunnen zeggen dat i 0,2 m rad in fase achter is t.o.v. 1

t.o.v. 1

1 2°
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Wij spreken af dat wanneer |¢1 - ¢2| > m, de grootheid ¢1 - ¢2 + 2nm

wordt berekend, waarbij n = +1 wanneer ¢1 - ¢2 < 0 en n = -1 wanneer
¢1 - ¢2 > 0. Hierdoor wordt een zodanige fasehoek verkregen dat
]¢1 -0, + 2nm| < m. Wanneer deze hoek positief is, zeggen wij dat i1 in

fase voor is t.o.v. i2. Wij noemen dan ¢1 - ¢2 + 2nm het faseverschil

tussen i1 en 12, waarbi j
n = 1 indien ¢1 - ¢2 < =7
n = -1 indien ¢1 - ¢2 >
n = 0 indien |¢1 - ¢2| < m.

In het speciale geval dat 11 = 12’ betekent het voorgaande dat het
verschi jnsel i2 een kopie van het verschijnsel i1 is maar verschoven naar
latere tijdstippen. Immers is
4. - ¢
. . - 1 2
i, =1, sin {w]_ t (
¢1—¢

waarin 1 = 12 . Een bepaald punt op de kromme i

):l"’ ¢1 } = i1 (t - T))

1 (t) heeft dezelfde

w
ordinaat i1(t1) - met abscist1 - als een punt op de kromme i1 (t - 1)

(t - 1) = i2 (t)

(t) verkregen

wanneer t1 =t - 13 d.w.z. t = t1 + 1 is de abscis van i1

die aan t1 correspondeert. Dus wordt de kromme ig(t) uit i1
wanneer i1(t) een afstand 1 naar rechts wordt verschoven. Het verschijnsel
i2(t) gaat gepaard met grotere waarden van de variabele t, dus geschiedt
later in de tijd. M.a.w. i2(t) is een kopie van il(t) verschoven naar
latere tijdstippen. Bij het kiezen van het punt i1(t1) is het in de regel

het gemakkelijkst een maximum of een minimum te nemen.

3.5. Twee sinusfuncties met gelijke frequentie

In fig. 39 zijn aangegeven twee sinusvormige grootheden van ver-

schillende amplitude, doch met gelijke frequentie.
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Fig. 39

Vraag: Is i1(t) in fase voor of achter t.o.v. ig(t)?

Geef de abscissenaan waarbi] i1 en i2 nul zijn.

Wij zullen nu aantonen dat de som van twee sinusfuncties van dezelfde

frequentie een sinusfunctie van deze frequentie is:

=
+
[

1}

1 5 11 sin (wt + ¢1) + I, sin (wt + ¢2)

z

cos ¢1 + I, cos ¢é:$ sin wt +

:
+ |

2

1 sin ¢1 + 12 sin ¢2_[ cos wt.

Deze formule is van de vorm A sin wt + B cos ut

=/ A7 + B? — A sin wt + — B cos wt
v 22+82 v AZ+B2

VA2 + BZ sin (wt + €) ,

waarin cos € = A , sin e = — B s
Y A% + B2 /&% + B?

zodat de som inderdaad een sinusfunctie met hoekfrequentie w is.
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Opgave: Toon aan dat de amplitude en referentie-fasehoek van deze functie
.. " 2 -3
= + -
zign I I1 + 12 2 I1 12 cos (¢1 ¢2)

11 sin ¢1 + 12 sin ¢2
+
I1 cos ¢1 12 cos ¢2

respectieveli jk

¢ = arctan

Het blijkt nu dat als wij de voerstralen volgens fig. 38a, die bij
de grootheden i, en i, behoren, op het tijdstip t = O afbeelden, de

1 2
voerstraal van i1 + i2 op hetzelfde tijdstip wordt verkregen door de
voerstralen I, en I, als vectoren op te tellen (fig. Lo).

Fig. L0

Opgave: Toon goniometrisch de juistheid van deze bewering aan.

3.6. Twee sinusfuncties met ongelijke frequentie

De som van twee sinusvormige grootheden van ongelijke frequentie
is echter niet sinusvormig. Nemen wij bijvoorbeeld twee sinusvormige

grootheden i, = sin (w1t + ¢1) » i, =sin (w2t + ¢2) , dan is

i, +i. =2 sin { 3 |_(w1 + w2)t ot ¢2_J} cos {%I_(m1 -w

17t L

Pt 0y - 0y

Wij kunnen deze grootheid beschouwen als sinusvormig met hoekfrequentie
%(w1 + w2) en met een "sinusvormige amplitude! 2 cos {%15@1-w2)t + o, - ¢2:|}

waarvan de hoekfrequentie %(w1 - w,) is (fig. L1).

2
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Opmerking: Als twee stemvorken trillen met frequenties die weinig van
elkaar verschillen, dan kan men een "zwevende" toon horen; d.w.z. de
"amplitude" van het geluid gaat op en neer met een frequentie gelijk aan
de verschilfrequentie van de trillingen van de stemvorken. De intensiteit
van het geluid, die in nauw verband met het vermogen staat, varieert
eveneens met de verschilfrequentie. Dit is echter een ingewikkelder
verschijnsel dan in fig.41 is afgebeeld daar de amplituden in het alge-

meen niet gelijk zijn.

3.7. Gemiddelde waarden

Alle sinusvormige grootheden, of lineaire combinaties hiervan, zijn

voorbeelden van wisselgrootheden. Wij spreken dus van wisselstromen en

wisselspanningen. In het algemeen is een wisselgrootheid een periodieke

grootheid waarvan de gemiddelde waarde over een periode nul is. Een perio-
dieke grootheid is een grootheid die verandert volgens een periodieke
functie van de tijd; een periodieke functie voldoet aan de relatie

f(t) = f (t + T), waarin T de periode is. Een periodieke functie "her-

1

haalt zich" op tijdstippen T, 2T, 3T, ..., later dan het huidige.

<f(t) > =g

2 [ £ (t) dt , waarin de symbolen < >
a

het gemiddelde van een functie aanduiden.
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Opgaven: 1. Bewijs dat de gemiddelde waarde van een sinusfunctie over een

0 tO+T)).

2. Is de functie sin (w1t + ¢1) + sin (wgt + ¢2) periodiek?

periode nul is (interval: (t

Zo ja, wat is de periode?
3. Bewijs dat een lineaire combinatie van twee sinusfuncties pe-
riodiek is en dat de gemiddelde waarde over een periode nul is.
4. Bewijs met behulp van volledige inductie dat een lineaire
combinatie van n sinusfuncties een periodieke functie is en

dat de gemiddelde waarde over een periode nul is.

Wij zullen ons voorlopig beperken tot sinusvormig veranderende groot-
heden van dezelfde frequentie. In een later stadium zullen wij te maken
hebben met sinusvormige grootheden van verschillende frequentie. De pro-
blemen die dan aan de orde komen kunnen worden herleid tot de hier te

behandelen problemen met behulp van het superpositiebeginsel.

3.8. Vermogen

3.8.1.
In § I.2 hebben wij het vermogen gedefinieerd als de hoeveelheid ver-—

richte arbeid per tijdseenheid. Deze definitie is algemeen geldig, zodat

Om te benadrukken dat het vermogen in het algemeen afhankelijk van de tijd

is, noemen wij p(t) het momentele vermogen. Worden de positieve stroom-

richting en de positieve spanningspolariteit gekozen volgens fig. L2,
dan is p(t) positief wanneer het netwerk vermogen opneemt of de bron

vermogen afgeeft.
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u(t) j p(t) netwerk

Fig. L2

3.8.2. Gemiddeld vermogen

Bestaat het netwerk van fig. L2 uit een enkele weerstand, dan is

het opgenomen vermogen

p(t) = R {i(£)3° = ¢ tu(+)}® > o.

De laatste ongelijkheid drukt uit het feit dat het in een weerstand ge-
dissipeerde vermogen nooit negatief kan zijn. Warmtetechnisch bezien is
het omzetten van elektrische energie in warmte een niet omkeerbaar proces,
wat tot uitdrukking komt in de relatie p(t) > O.

In het geval van een sinusvormige stroom - bijvoorbeeld als

i(t) = I sin (wt + ¢) - dan is
p(t) = R12 sin2 (wt + ¢) =3 RI® (1 - cos {2(wt + ¢)}).

Deze laatste uitdrukking kan worden geinterpreteerd als een grootheid
die, zoals uit fig.L3 blijkt, om de gemiddelde waarde 3 R12 met een
hoekfrequentie 2w oscilleert.

Het gemiddelde vermogen over &én periode, i RIz,is een belangrijke para-
meter en wordt met een hoofdletter P aangeduid. Men lette op het verschil
met het vermogen bij constante stromen (wat ook een geriddeld vermogen

is).
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Fig. U3

Opgave: Bewijs als gevolg van de definitie van het gemiddelde vermogen over
t +T
oo . .. 0 . .
€én periode,namelijk P = T f p(t) dt, dat het gemiddelde in
t

een weerstand gedissipeerde germogen gelijk is aan 3 RI2.
3.8.3.

Het is direkt in te zien in fig. 43 dat het gemiddelde vermogen over
een periode gelijk is aan het gemiddelde vermogen over een oneindig lange
tijd. WiJ zullen nu aantonen dat dit resultaat algemeen geldig is voor
alle sinusvormige stromen en spanningen van dezelfde frequentie, dus niet
alleen voor het in een weerstand gedissipeerde vermogen.

Stel u(t) = U sin (wt + ¢1), i(t) = I sin (wt + ¢2).

Dan is

1 to+ T
<plt) >==— | u(t) i(t) at (3.8.1.)

T tO
1 Lot

== / {UI sin (wt + ¢1) sin (wt + ¢2)} at

o

TIT .tf\+T

UL

= 5 { {cos (¢1 - ¢2) - cos (2wt + ¢] + ¢2)} dt

0
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=2 cos (¢] - ¢2) - %ﬁ? sin {2w (t

2 MIRRIR FUR N

0

+ %%Tsin (2wto o, b ). (3.8.2.)

2

Maar de sinusfunctie is een begrensde functie - d.w.z. in dit geval is
| . uT

lasm |l < 1 _ +awri il ala © > o nadert maar rl DNarhalws <«

’DJ.ll \y' ; 1 LTI WL L adlo L sliaucTi L hw’r iliaadl uls LUTillalve 1o

1im < p(t) > = } UI cos (d)1 - ¢2), onafhankelijk van t.. Waar het om gaat
T . . . .

1s dat het interval waarover er gemiddeld wordt oneindig breed wordt;

het kan zijn dat to eindig blijft of naar -« nadert of dat tO + T naar

+= nadert of eindig blijft.

Aan de andere kant, indien 1 = T is, dan zijn de twee sinustermen

in < p(t) > gelijk in grootte maar met verschillende voortekens. Derhalve is

< p(t) > =P =3 UI cos (¢ ) = lim < p(t) >.

T->°

17 ¢2

Wij zullen in latere paragrafen op dit vrij algemene resultaat terugkomen.

Belangrijk in dit stadium is het feit dat het gemiddelde over &é&n periode

eenvoudiger te berekenen is dan het gemiddelde over een oneindig lange tijd.

In het geval van een weerstand bestaat er ulteraard geen faseverschil tussen
1 2

de spanning en stroom zodat ¢1 = ¢2 en P=3UI =1RI

3.8.L.
Wanneer de stroom en spanning constant in de tijd zijn, spreken wij

van een gelijkstroom en een gelijkspanning. Hiermede wordt bedoeld dat

met alleen de richting of polariteit onveranderd in de tijd blijven maar
ook de sterkte . Het vermogen bedraagt dan UI, welk ook gelijk is aan
het gemiddelde vermogen over een willekeurig tijdsinterval, zoals direkt
uit verg. (3.8.1.) volgt.

Wij kunnen onder enige beperkingen een geli.ikstroom opvatten als een
wisselstroom waarvan de periode naar het oneindige nadert. Immers is

lim i(t) = 1lim i(t) , 1im I sin (wt + ¢) = I sin ¢,
Too w>0 w>0

mits t eindig bliift. Wii kunmen echter in dit geval niet zonder meer
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verg. 3.8.2 gebruitken om het gemiddelde vermogen over een periode te be-
rekenen, daar als 1 » =, de variabele t in de sinusfunctie waarden moet
aannemen die naar het oneindige naderen, vat in strijid is met vat wij
hierboven hebben gesteld. In feite volgt de moeiliikheid uit het feit dat
wii met een dubbele limietovergang te maken hebben, nameliik w > « en

T >®, - zoals uilt de wiskunde bekend is - zodat de uitkomst afhankelijk
is van de wijze waarop deze twee grootheden naar het oneindige naderen.
Hierin ligt ook de verklaring voor een coéfficiént van UI, die anders

dan 1 is, in de uiltdrukking voor het gemiddelde vermogen bii wisselstromen.

3.8.5. Effectieve grootheden

Teneinde met formules te kunnen werken die zo weinig mogelijk ver-
schillen van de formules voor gelijkstromen en spanningen worden nieuwe

grootheden Ie en Uef ingevoerd welke de effectieve waarden van de

£f f
sinusvormige grootheden heten.™ Deze grootheden worden zodanig gekozen

dat het in een weerstand gedissipeerde vermogen gelijk is aan

Zp? = a2 o
Uepr Terr = Mapr = CUgpr

s . 1 _ 1
Hieruit volgt dat Ieff = 7 I, Ueff = 75 u.

l1ur =131RI® =1 qgUu-.

De meeste meetinstrumenten voor wisselstromen en spanningen zijn geijkt
voor effectieve waarden. Ook in het gewone spraakgebruik bedoelt men een
effectieve waarde als men over een spanning of stroomsterkte spreekt.
Bijvoorbeeld, de netspanning in Europa bedraagt 220 V. Dit is een effec-
tieve waarde zodat de amplitude van deze wisselspanning (met frequentie
50 Hz) gelijk is aan 220 v2 ~ 311 V. De spanningsverandering van de maxi-
male naar de minimale waarde bedraagt 2 x 311 = 622 V. Deze waarde is
van belang wanneer men de spanning bijvoorbeeld op een oscilloscoop wil

tonen of meten. (Zie in dit verband de practicumhandleidingen.)

* In de literatuur komen de symbolen I, U voor de effectieve waarden en Im’
I, Um, U voor de amplituden vaak voor. In dit college maken wij
weinig gebruik van de effectieve waarden. Wij gaan uit van het principe:

kies de meest gebruikte symbolen zo eenvoudig mogelijk.
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Vraag: Wat is een eenvoudige uitdrukking voor

t +71
1lim 1 f 0 2
T->o E t

I sin2 (wt + ¢) dat 2
0

3.8.6. De decibel-schaal

In de communicatietechniek en de instrumentatietechniek wordt vaak
gebruik gemaakt van een heel andere schaal om het vermogensniveau uit te
drukken. Eén bepaald vermogen in een vast apparaat of gedefinieerd volgens
bepaalde voorschriften wordt als referentie gekozen en het logaritme van
de verhouding van het vermogen in alle andere situaties tot dit referen-
tievermogen wordt bepaald. Zodoende wordt een grootheid log10 %— verkregen
waarin p het te meten of te onderzoeken vermogen is en Py het referen-
tievermogen. Deze grootheid wordt in bel (B) uitgedrukt. In de praktijk
echter wordt een eenheid die tien maal zo klein is gebruikt,welke de

decibel (dB) heet. Het vermogen uitgedrukt in decibel: 10 log1o ﬁ—
0

Voorbeeld: Nemen wij als referentie het vermogen dat door een stroom van
1 A in een weerstand van 1 Q wordt gedissipeerd, dan komt een stroom
van v2 A overeen met het dubbele vermogen. Het aantal decibel is dan

3,01 Y 3. Zeer vaak gebruikt men een referentie van 1 mW. In dat geval
wordt, zoals in alle andere gevallen, de verhouding aangegeven als zoveel

dB maar wordt het absolute vermogen aangegeven als zoveel dBm.

Voorbeeld: 10 lo UL 10 log 1000 = 30. Dus is 1 W = 30 dBm.
e s €10 7 oW 10

3.9. De condensator en de spoel

Wij hebben tot dusverre steeds gewerkt met twee soorten elementen,
namelijk de weerstand en de energiebronnen. In de weerstand wordt elektrische
energie omgezet in warmte (het omgekeerde is niet mogelijk) terwijl de
bronnen elektrische energie 8f afgeven Of opnemen door omzetting vanuit
of in een andere dan elektrische energie. WiJ zullen nu twee andere
elementen invoeren die de eigenschap hebben dat zij elektrische energie

kunnen opbergen of afleveren zonder dat er omzetting in warmte, chemische
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of mechanische energie plaatsvindt. Deze elementen heten de ideale

condensator en de ideale spoel. In de netwerktheorie is het gebruikelijk

het woord ideaal weg te laten daar wij uitsluitend met geldealiseerde

vormen van fysische apparaten werken. Gezamenlijk heten de condensator

en de spoel reactieve elementen.

3.9.1. De condensator

Fysisch bezien bestaat een condensator uit twee geleidende platen die
dicht bij elkaar geplaatst zijn, gescheiden door een niet geleidend materi-
aal (of vacuiim) dat een di&lektricum heet. Op de ene plaat bevindt zich
een positieve lading en op de andere plaat een gelijke hoeveelheid nega-
tieve lading. Hierdoor ontstaat er een elektrisch veld tussen de platen
zodat een positief geladen deeltje dat zich tussen de plaat zou bevinden
door de positief geladen plaat afgestoten en door de negatief geladen platen
aangetrokken wordt. Er bestaat derhalve een spanning tussen de platen
welke - zoals in de elektriciteitsleer wordt aangetoond - evenredig aan
de grootte van de lading op de platen is. Wij schrijven q = Cu, waarin
C de capaciteit heet. De capaciteit wordt uitgedrukt in farad (F) en is
een constante mits de eigenschappen van het diélektrisch materiaal en de

meetkundige verhoudingen van het apparaat constant blijven.

+ L L L L4l L L L L L L4l 2L 2L 4 +
T T + £ + 4

u */ A 4 L 4 4 L 4 N y !}

L L I_IIIJI L kol L L LLLLLL -q

Fig. LL
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Teneinde met algebralsche symbolen te kunnen rekenen moeten wij
bepaalde tekenafspraken maken. Wij kennen een positieve polariteit aan de
lading toe zodanig dat wanneer de lading op &&n van de (van te voren afge-
sproken) platen positief is, q positief wordt gerekend en negatief in het
tegenovergestelde geval. Als wij nu de positieve spanningspolariteit zodanig
kiezen dat u positief wordt gerekend wanneer q positief wordt gerekend,
dan is C een positieve constante. Dit is de afspraak welke wij in bijna
elke situatie zouden maken. Het is echter geen logische noodzaak.

Wanneer in de toevoerdraden een stroom toevloeit naar de ene plaat
en een gelijke stroom afvloeit van de andere plaat dan verandert de lading
q, maar wel zodanig dat de hoeveelheid positieve lading op de ene plaat
gelijk blijft aan de hoeveelheid negatieve lading op de andere plaat.

Als wij nu de positieve stroomrichting zodanig kiezen, dat wanneer de
stroom in deze richting vloeit de lading op de bij de polariteitsafspraak

voor lading als positief afgesproken plaat meer positief wordt, dan geldt

In bijna alle situaties maken wiJj deze afspraak; het is echter geen
logische noodzaak. Onder de voorwaarden van de gemaakte tekenafspraken
kunnen wij nu schrijven

du
dt

=C of u=%fidt,metc>0. (3.9.1.)

Het is van belang zich te realiseren dat het feit dat C positief is
een consequentie is van het verband tussen lading en potentiaal (zoals
in de colleges "elektriciteit" wordt behandeld) en de tekenafspraken die
wij hier gemaakt hebben. Andere afspraken kunnen leiden tot een negatieve
C; de relaties (3.9.1) echter zijn bijna de enige die gebruikt worden.

Van het netwerktheoretische standpunt bezien - waarbij alleen het
berekenen van de stromen en spanningen in een netwerk opgebouwd uit
ideale elementen van belang is en niet de fysische werking of constructie -
kunnen wij verg. (3.9.1) te zamen met de in fig. L5 gemaakte afspraken

als de definitie van de ideale condensator nemen. Hierin komt het begrip

lading niet voor.
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3.9.1.1 Fig. Us

In de netwerktheorie behoeven wij niet verder te blijven stilstaan

bij de definitie van dit element. Beschowwd als fysisch verschijnsel
echter,. kunnen wij ons afvragen waarom de hoeveelheden lading op de
platen gelijk moeten zijgn terwijl de tekens verschillend zign.
Het is inderdaad mogelijk de platen zo op te laden dat de ladingen op de
rlaten niet gelijk en van tegengestelde polariteiten zign. In zo0'n geval
moet er zich ergens lading op een of meer andere lichamen bevinden. (Het
heelal is in zijn geheel elektrisch neutraal.) In dit geval zullen er
veldlijnen van alle positieve naar alle negatieve ladingen lopen. Elke
groep veldlijnen tussen twee geleiders zorgt voor de elektrische capaciteit
tussen de geleiders, hetgeen door een ideale condensator, zoals boven is
beschreven, kan worden vervangen (fig. 45).

Dan is uit de elektriciteitsleer bekend dat

q; = CJZ(VZ—DZ) + C]s(VJ_VS) + 014(V1—V4) + 010 VZ

enz.

q, C2J(V2—P1) + Co (V=V,) +C,  (V -V )+ 020 |4

28 "2 3 24 "2 4 2

waarin qy de totale lading op geletdend lichaam k is en Vk de correspon-
derende potentiaal.

Deze vergelijkingen volgen uit algemene lineariteitsbeschouwwingen. Met
behulp van energie- en veldbeschouwingen wordt in de elekctriciteitsleer

verder aangetoond dat
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Het is op grond hiervan dat in de netwerktheorie alle elektrische ver-

schignselen die berusten op het verband tussen lading en potentiaal

met behulp van een enkel soort element, de ideale condensator, kunnen

worden beschreven.

no

44

D !

Coy ]

[

o T
23
€13
' ” | 3
C
q), aq 3k
Fig. L6
3.9.2. De spoel
Fysisch bezien bestaat de spoel uit een materiéle kern, welke in
vele gevallen ferromagnetisch is, en welke met een goed geleidende draad

gewikkeld is. Met een in de draad vloeiende stroom gaat er een magnetisch

veld gepaard dat, in het geval van een gesloten ferromagnetische kern,

geconcentreerd wordt in de kern (fig. 4Ta). Met het magnetisch veld gaat

er een magnetische flux gepaard waarvan de sterkte afhangt van de geo-

metrische configuratie, het magnetisch materiaal en de magnetische veld-

sterkte. In het geval van een lineair ferromagneticum is de flux ¢

evenredig aan de stroom. Als de spoel n wikkelingen heeft, schrijven wi]

n¢ =L i, waarin L de coéfficiént van zelf-inductie, of kortweg de

zelfinductie heet. De zelfinductie wordt uitgedrukt in henry (H) en is

een constante, mits de eigenschappen van het magnetisch materiaal en de

meetkundige verhoudingen van het apparaat constant blijven.

Teneinde met algebralsche symbolen te kunnen rekenen moeten wij

bepaalde tekenafspraken maken. Wij kennen een positieve richting
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aan de flux toe, zodanig dat wanneer de flux (zoals deze in de elektrici-
teitsleer wordt gedefinieerd) deze richting heeft, ¢ positief wordt ge-
rekend en negatief in het tegenovergestelde geval. Als wij nu de positieve
stroomrichting zodanig kiezen dat i positief wordt gerekend wanneer ¢

positief wordt gerekend, dan is L een positieve constante. Dit is de af-

spraak welke wij in bijna elke situatie zouden maken; het is echter geen

logische noodzaak.

flux ¢

n windingen

(a) (p)

Fig. L7

Figuur 47a toont het verband tussen de positieve stroom- en fluxrichtingen
aan (rechterhandsregel). Als de fluxsterkte verandert dan treedt er een
elektrisch veld in de draad op dat zo gericht is dat het elektrisch veld
links om de richting van de toenemende fluxvector gericht is (wetten van
Lenz en Faraday). Dit elektrisch veld in de draad geeft aanleiding tot een
spanning tussen de klemmen van de wikkeling, die een zodanige polariteit
heeft dat het door de fluxverandering g@Induceerde elektrisch veld in de
draad gericht is van de klem van lagere naar de klem van hogere potentiaal.
De situatie is analoog aan die van de accu (§ I.1) waar,door de chemische
werking van de accu, een elektrisch veld binnen de accu bestaat dat
gericht is van de klem van lagere naar de klem van hogere potentiaal.

Wanneer de positieve spanningspolariteit zodanig wordt gekozen dat

u positief is wanneer het door de fluxverandering geInduceerde elektrisch
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veld gericht is van de klem aangeduid met een minteken naar de klem

aangeduid met een plusteken, dan is
d
u—dt (nd’)s

waarin n ¢ de totaal door de wikkeling omvatte flux is (wet van Faraday en
Maxwell).
Onder de voorwaarden van de gemaakte tekenafspraken kunnen wij dan
schrijven
u=LQ,ofi=lJudt met L > 0 . (3.9.2)
dt L

Het feit dat L positief is is een gevolg van de wet van Faraday en Maxwell
en de tekenafspraken die wij hier gemaakt hebben. In de elektriciteitsleer
werkt men vaak liever met de e.m.k. dan met de spanning. De e.m.k. is
gelijk aan de lijnintegraal van de geInduceerde veldsterkte en is dus in
het onderhavige geval gelijk aan -u.

Van het netwerktheoretische standpunt bezien kunnen wij verg. (3.9.2)
te zamen met de in figuur 48 gemaakte tekenafspraken als definitie van

de ideale spoel nemen. Hierin komen de begrippen flux en e.m.k. niet voor.

. L
o> LYY Y Y Yo
« >
+ u -

Fig. 48
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3.9.2.1.
In het algemeen kunnen wij niet met enige nawkeurigheid stellen

in het geval van niet-ferromagnetische materialen dat de totaal omvatte

omvatte flux kan tot vrij ingewikkelde berekeningen leiden. Toch blijft

de vergelijking u = L %% geldig, mits het medium lineair is, er geen andere
stromen aan het magnetisch materiaal gekoppeld zijn en geen energie-
verliezen in de draad of de kerm optreden. In de praktijk zijgn er altijd
verliezen en 18 het materiaal niet alleen niet—lineair, maar vertoont ook
hysteresis—effecten. Het is niet mogelijk in dit college op de fysische
achtergronden in te gaan; daarvoor wordt men verwezen naar de colleges
elektriciteitsleer, atoomfysica en materiaalkunde. Het is voldoende in dit
stadium te weten dat de ideale spoel zoals aangegeven door verg. (3.9.2)

en figuur 48 zeer goed na te bootsen is door verschillende bestaande

fystsche apparaten.
Opgave: Bepaal de dimensies van de farad en de henry uitgedrukt in

(a) spanning, stroom en tijd,

(b) de primaire grootheden lengte, massa, tijd, stroom.

3.9.3. De weerstand, condensator en spoel

De drie elementen worden gekarakteriseerd door een positieve constante
en een tekenafspraak waarbij de pijl, die de positieve stroomrichting aan-

geeft, gericht is van het plusteken naar het minteken van de polariteits-
_ o du
TV at
analoog aan de vergelijking i = G u , namelijk in beide gevallen wordt

aanduiding. Een vergelijking zoals 1 is in bepaalde opzichten

de spanning als de onafhankelijke en de stroom als afhankelijke variabele
dai
dt
De op deze wijze gesuggereerde analogie tussen geleiding en capaciteit

beschouwd. Eveneens is de vergelijking u = L analoog aan u = R 1.

enerzijds en zelfinductie en weerstand anderzijds komt tot uiting in de

opgaven van deze paragraaf.
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Opgaven: 1. Bewijs dat een parallelketen van condensatoren equivalent
is aan een enkele condensator waarvan de capaciteit gelijk
is aan de som van de capaciteiten van de condensatoren in de
keten (zie § 1.9.2).

2. Bewijs dat een serieketen van spoelen equivalent is aan een

TV ero mvatra s A~

a ala arn~e P I - P Y > LIRS
CliAClT LSHpPUCL waal vall uc scll

inductie gelijk is aan de som van

de zelfinducties van de spoelen in de keten (zie § 1.9.1).

3. Leid formules af voor condensator-netwerken, respectievelijk
spoelnetwerken die overeenkomen met de resultaten van § 1.9.3

en § 1.10.

3.9.L4. De opgeslagen energie in de condensator en de spoel

De energie die door een netwerkelement in het tijdsinterval (to, t1)

wordt opgenomen is

1 du
w= | Cuggdt=z:Cu

=3 e (fu(e)1° - (u(s))?)

1

Deze energie wordt opgeslagen in het diélektricum als elektrische veld-
energie. Bij alle energiebeschouwingen in de fysica moeten wij een niveau
als referentie,waaraan de waarde nul wordt toegekend,afspreken, evenals
wij de zeespiegel als referentie afspreken bij het meten van hoogte.

Het ligt voor de hand dat wij voor de condensator het nulniveau kiezen
waarbij de spanning nul is. Met vaculim als diélektricum zijn de platen
van de condensator ongeladen zodat er dan geen sprake van elektrische

effecten is. In zo'n geval kunnen wij stellen

v, = 1c {u(t)}2 ,

waarin de index e aangeeft dat de energie elektrische veldenergie is.
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Deze energie hangt uitsluitend van de spanning af en niet van de
wijze waarop de condensator is opgeladen. Dit is een voorbeeld van een
conservatief systeem, namelijk als de spanning zodanig varieert dat de
eindwaarde gelijk is aan de beginwaarde, dan is de netto opgenomen energie
nul. Dit betekent dat alle energie die aan de condensator door bronnen of
andere apparaten wordt toegevoegd terug te winnen is in elektrische vorm.
(Vgl. de potentiéle energie in een gravitatieveld. Vgl. ook het essentiéle
verschil in het geval van de weerstand.)

Ook voor de spoel gelden overeenkomstige resultaten. De in een tijds-
interval (to, t1) opgenomen energie is

w=ft'1Lg—iidt 1L ({1(8)1° - (3 2
T = 30 ({i(e)3° - {ile)17).

%o

Het ligt voor de hand een nulniveau af te spreken waarbij er zich geen mag-
netische effecten voordoen, d.w.z. wanneer de stroom nul is. Wij schrijven
dan 5

v, = 1L {i(t)}e,
waarin v de opgeslagen magnetische energie is. Deze energie wordt opge-
slagen als magnetische veldenergie in het ferromagneticum of in de ruimte
om de draad heen wanneer de kern niet ferromagnetisch is.

Ook de spoel is een voorbeeld van een conservatief systeem, daar de
opgenomen energie slechts afhangt van de eindwaarde van de stroom en niet
van de wijze waarop deze eindwaarde is bereikt. WiJ spreken van een toestand
van de spoel die wordt bepaald door de stroom. De spoel blijft dezelfde

eigenschappen houden op t, als op t, en dezelfde energie mits i(t1) =1 (t,).

2 2

Eveneens wordt de toestand van de condensator bepaald door de spanning.
Bij de fysische weerstand daarentegen is de toestand niet alleen afhanke-
1lijk van 1 maar ook vaak van de voorgeschiedenis. De waarde van de weer-
stand R is afhankelijk van de temperatuur welke ook afhankelijk is van het
van tevoren gedissipeerde vermogen.

De condensator en de spoel en de weerstanden zijn voorbeelden van

passieve elementen, in tegenstelling tot de bronnen welke actieve elementen

zijn. Een passief element kan niet meer(elektrische) energie via de
klemmen leveren dan het reeds van te voren in elektrische vorm via de

klemmen ontvangen heeft. Een actief element daarentegen is niet aan deze
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beperking onderhevig.

Vraag: Is een batterij een actief of passief apparaat?

Dezelfde vraag voor een accu, een dynamo en een bliksemslag.

an~ ~ P S T R S S SR s .
1U. DUe weerstand,condadensactor €rn spoel Dl wlsSelspanning

3.

3.10.1. De weerstand
Voor een weerstand geldt
u=RI1.
Als men stelt i = I sin (wt + ¢) dan is

u=RTI sin (wt + ¢).

Voor de amplitude van de spanning kunnen wij dan schrijven U =R I.
Deze spanning en stroom zijn geschetst in figuur 49, waarbij gebruik

gemaakt is van de uit § 3.4 bekende voerstralen.

U

Fig. k49

Men ziet dat in het geval van een weerstand de spanning en de stroom
dezelfde fase hebben, zoals ook wordt weergegeven door het voerstraal-
diagram. Zo'n diagram zullen wij voortaan een wijzer-diagram noemen.

In zo'n geval zeggen wij ook vaak dat de spanning en stroom in fase zijn.
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3.10.2.De condensator

Hiervoor geldt

Wanneer u = U sin (wt + ¢), dan is i = wCU cos (wt + ¢).

Voor de amplitude van de stroom kunnen wij schrijven

I = wCU , of U= I.

2
wC

Dit is geschetst in figuur 50.

/

/ _
Fig. 50

Men ziet dat in het geval van een condensator de spanning g'rad in fase

dchter is t.o.v. de stroom. Dit blijkt vooral duidelijk uit het wijzer-

diagram.

3.10.3. De spoel

Hiervoor geldt

s = T
u = 5L .

Als men stelt i = I sin (wt + ¢) dan is

u = oLl cos (wt + ¢).
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Voor de amplitude van de spanning kunnen wij dan schrijven

1
= W = — .
U LI , of I=—1U

Dit is geschetst in figuur 51.

Fig. 51

Men ziet dat in het geval van een spoel de spanning % rad in fase vddr

is t.o.v. de stroom. Dit blijkt ook uit het wijzerdiagram.

3.11. Eenvoudige voorbeelden van netwerken met wisselgrootheden

Voorbeeld 1.

Fig. 52
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Gegeven: u(t) = U sin wt.
Gevraagd: i(t).

Oplossing:
De spanningswet van Kirchhoff geeft

. di
u=Ri1+1L FYE

zodat

. di .
+ — = .
Ri L at U sin wt

Deze vergelijking is een lineaire differentiaalvergelijking van de eerste
orde (er komt slechts een eerste afgeleide in voor) in de onbekende 1i.

Voor het oplossen van dit soort differentiaalvergelijkingen bestaan alge-
mene methoden. Omdat deze methoden nog niet in de colleges analyse zijn
behandeld, zullen wij een oplossing voor i1 proberen te gissen. Het 1ijkt
aannemelijk dat i sinusvormig zou kunnen zijn met dezelfde hoekfrequentie w.

Wij stellen derhalve
i(t) = I sin (wt + ¢).

Indien I en ¢ bekend zijn dan is i(t) bekend. Substitueren wij i in de

differentiaalvergelijking, dan vinden wij

{R sin (wt + ¢) + wl cos (wt + ¢)} T =U sin wt.

Uitschrijven van sin (wt + ¢) en cos (wt + ¢) geeft
{(R cos ¢ - wL sin ¢) sin wt + (wL cos ¢ + R sin ¢)cos wt}I =

= U sin wt.

Indien de veronderstelde oplossingsvorm juist is, moet deze betrekking

gelden voor alle tijd, zodat

met t = R cos ¢ - wl sin ¢ %

20’

enmet t = 0, wlL cos ¢ + R sin ¢ = 0.

Uit deze twee vergelijkingen vinden wij als oplossing voor sin ¢ en

cos ¢:
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sin ¢ = y___wb cos ¢ = vy__8
= - R =
I R2 + w2L2 I R2 + w2L2
Maar sin® ¢ + cos® ¢ = 1, zodat Y. + /' R? ¥ o717

I
Aangezien wij de amplitude van een sinusvormige grootheid steeds positief
rekenen (immers is er geen behoefte aan een negatieve amplitude daar

-I sin (wt + ¢) = I sin (wt + ¢ + m) ), concluderen wij dat

re— U
V' RZ + w217
wL -7 . .
Het volgt dan dat tan ¢ = R met 7?-§_¢ < 0 , aangezien sin ¢ < 0 en

cos ¢ > 0 is.
De conclusie is dat in het gegeven netwerk een sinusvormige stroom kan

bestaan met amplitude en referentiefase zoals hierboven is aangegeven.

N,
72U
¢
I
Fig. 53
Vraag: Is de stroom in een serieketen bestaande uit een weerstand en een

spoel in fase voor of achter t.o.v. de spanningvan de keten?

Voorbeeld 2.

Gegeven : u = U sin wt
Gevraagd : i(t)

Oplossing:

De spanningswet van Kirchhoff geeft
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c
()
/

i1
LR
OC

Fig. 5k

. di
u=Ri+1L 3t + u,

2. .

du d 1 di
—— =] —= + R =
t

dt dt2 d

+ 1 i
ci-

Dit is een lineaire differentiaalvergelijking van de tweede orde waarvoor
wij op dezelfde manier een oplossing zullen zoeken.

Wij stellen opnieuw

i =T sin (ot + ¢).

Substitutie voor u en 1 geeft:

WU cos wt = {—w2L sin (wt+¢) + wR cos (wt+d) + %—sin (wt+4¢)} I.

Uitschrijven van sin (wt + ¢) en cos (wt + ¢) geeft na delen door w:

1 . .
U cos wt = ({(-wL + EE) cos ¢ - R sin ¢} sin wt +{R cos ¢ +

1 .
+ (-wlL + IE) sin ¢} cos wt ) I.

Indien de veronderstelde oplossingsvorm juist is moet deze betrekking

=]
®
ot
ot
n
!
£
&=
+
o
o
1]
©
[
os
[0}
o
=]
©
1
o

|

1 .
en met t = 0, R cos ¢ + (-WL + BE) sin ¢
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Door deze vergelijkingen op te lossen voor sin ¢ en cos ¢ volgt:

1
- + —
sin ¢ = y (ul wC) cos ¢ = y R
= R =
T R? 4 (cuL + )2 TR 4 (cuL + )2
wC wC
.2 2
Maar sin ¢ + cos ¢ = 1 , zodat

1
- + —
wlL oC

U=I/R2+(—wL+—1wE)2 , tan ¢ =

3

waarbij, aangezien cos ¢ > 0 is, er moet gelden él <o <5 .

WiJj hebben hiermede aangetoond dat een sinusvormige stroom in dit netwerk
mogelijk is indien de amplitude en de relatieve fase aan de gevonden voor-

waarden voldoen.

Voorbeeld 3.

N
u (t)_() L e C

Gegeven : het schema.
Gevraagd: geef de vergelijkingen waarmede men dit netwerkprobleem kan
(t)

oplossen, d.w.z. geef vergelijkingen waaruit i1(t) en 12

volgen.

Oplossing:

De spanningswet van Kirchhoff voor de linkermaas geeft:

d:i.,| di2
= i, + L —-L—.
u(t) =Rl + L= - L
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Voor de rechtermaas geldt:

2 .
= — + L — + + )
0=-Lag *lg *Riy* Y%
Differentiéren geeft
2. 2. 4 .
d 11 d 12 12 12
0 = -L 2+L 2+RE-+C_.
dt dt

Hier hebben wij te maken met twee simultane lineaire differentiaalverge-
lijkingen met twee onbekenden. Het is wel in te zien dat als wij dezelfde
methode als bij de twee vorige voorbeelden toepassen, aanzienlijk veel
rekenwerk nodig zal zijn. Bij nog ingewikkelder netwerken zal dit reken-
werk nog omvangrijker worden. Wij hebben derhalve behoefte aan een heel
andere aanpak die tot een algemene methode leidt met zo min mogelijk reken-
werk. Deze methode zullen wiJ in het volgende hoofdstuk ontwikkelen;

z1J) heet "de complexe rekenwijze'.

Het derde voorbeeld is hier genoemd om duidelijk te maken dat wij met de
tot dusverre ontwikkelde theorie niet uitkomen. Met de nieuwe theorie

van hoofdstuk U4 zullen wij niet alleen dit probleem eenvoudig kunnen

oplossen maar ook veel meeiliikere problemen
cplcssen maar ock veel meceilijkere problemer
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L. DE COMPLEXE REKENWIJZE

Teneinde een effici&nte rekenmethode op te bouwen zullen wij een schijn-

bare omweg bewandelen.

L4.1. Exponentidle functies

De exponentiéle functie van de tijd is een functie exp t met de kenmerken-

de eigenschap dat:

d
at expt =exp t.

Wij beschouwen hier een exponentiéle functie van een lineaire functie van

de tijd. Deze functie voldoet aan:

d
FTS (exp(At + a)) = A exp(At + a).

Als wij exp(At + o) = y stellen, dan is y een oplossing van de differen-

e
dt
van y(t) te bepalen. De differentiaalvergelijking zegt in feite dat de

tiaalvergeli jking &Y - )y. Het is niet moeilijk om de algemene gedaante

helling van de kromme evenredig aan de ordinaat is. Dit wordt weergegeven
in fig. 56.

A<o
A>0
>t
>t
\\\\\\ Fig. 56

Men lette op dat wij niet uit de differentiaalvergelijking alleen kunnen

bepalen of y positief of negatief is. Wij spreken echter af dat

....... A

avnl{ 1+ \ Sl mira Poa ko 3o sl s Aa kvrammen on Aaw e +
eXpPI\At + o) een positieve 1unciie 1is, zodat de Krommen onder de

t-as de
functie -exp(At + a) voorstellen, welke ook aan de differentiaalvergelij-

king voldoet.
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Nu is het'"niveau" van de exponentiéle functie nog niet bepaald. Want als
%% = )y, dan is ook %% = Az, waarin z = ky met k een willekeurige constante.
Wij spreken af dat exp(0) = 1. De waarden van de functie zijn in principe

nu bepaald voor alle t.

Opgave: Bereken een benaderende uitdrukking voor de functie exp(%?).in de
omgeving van t = 0, uitgaande van de differentiaalvergelijking,
de stelling van Taylor en de middelwaarde stelling. Toon aan hoe
de functie-waarden bij benadering in andere tijdsintervallen
kunnen worden bepaald.

Stel nu dat wij twee exponentiéle functies hebben, exp(x1t + u1) en

exp(A,t + a.). Dan zijn de corresponderende differentiaalvergelijkingen

2 2

dy dy

—1 o en —— = A

at EATRTS Yo
dy2 dy1

4
- =y —<+ + .
Mis gy y,) =y, 7T v & ot M)y,

¥, 00k een exponentiéle functie: exp{(k1 + A2)t + B}.
Maar als t = 0 is, is y1(O) = exp(a1),y2(0) = exp(ug) . y1y2(0) = exp B.

Blijkbaar is y

Uit deze resultaten volgt Y¥, = exp(k1t + a1) exp(kgt + a2) =

= exp{()\1 + A2)t + B}, exp(uT) exp(a2)= exp B.
Als t = -a1/A1en A2 = 0 dan 1s exp(0O) exp\a2)= expk—oc1 + B) zodat a2=s -a1.
Derhalve is exp(x1t + a1) exp(Agt + a2) = exp{()\1 + Ag)t o+ ae}.

Hiermede wordt de tweede kenmerkende eigenschap uitgedrukt, nl. het produkt
van twee exponentiéle functies is gelijk aan de exponentiéle functie van de
som van de argumenten van de component-exponentiéle functies.

p=a, =0 in het bovenstaande, dan volgt

= + .
exp(x1t) exp a, exp(k1t a2)

- = = + = - 1
Met A1 Ag 0, volgt exp(a1) exp(ag) exp(a1 az) en met o, a,. is

exp a, exp(-o

Stellen wij A

1) = exp(0) = 1.
Bovendien is exp{A(t + 1)} = exp(it)exp(it) (met AT constant).

Maar exp{i{t + 1)} wordt uit exp At verkregen door de kromme exp(it)een
afstand T naar links langs de tijd-as te verschuiven (verg. § 3.4). Derhalve
hebben wij het derde belangrijke resultaat van de exponentidle functie:
Verschuiving van de functie langs de tijd-as komt overeen met vermenigvul-

diging van de functie met een constante.
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L.2.

Voor de eenvoudige serieschakeling van fig. 5T7a geldt, zoals wij in § 3.11

gezien hebben,

2. .
du d 1 di 1
— = [—— + R— + —
dt dt2 dt C

Stel dat 1 = I ext; dan is

du 2 1 At
_ = + —_
at (AL + xR+ C) Ie ",
Na integratie volgt
At

u=( AL+ R+ 1/XC ) I e~ +k,

Wij veronderstellen dat de integratie-constante nul is. De fysische bete-

kenis hiervan voor het geval dat A > 0 is, is als volgt:

L L

i(t)= u(t)=
R
Ie>‘t Ue)‘t <> :

Fig. 57

Aangezien 1lim e>\t =0 (fig. 56) is dan u(-=) = k.

t—)_oo

Maar i(-») = 0 en %%'t=—w = 0. Het stellen van k = 0 is dan equivalent

aan de eis:de condensatorspanning voor t=-» is nul.
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WiJ hebben dan u(t) = U e)‘t met U = (AL + R + 1/AC)I en

i(t) A

n
(]
()

D.w.z. U = ZI, waarin Z = AL + R + %E-een functie van X is, die wi}j
de impedantie noemen. Deze grootheid Z is een functie van X (bij elke
verandering van de exponent in i(t) krijgen wij een andere Z) en wij zul-
len soms de nadruk hierop leggen door te schrijven Z(A). De impedantie-
functie speelt dezelfde rol bij exponenti&le stromen en spanningen als
de weerstand bij gelijkstromen en -spanningen. De vergelijking U = ZI is
dan de vorm die de wet van Ohm bij dit functie-type aanneemt.

In het vervolg zullen wij ook vaak de termen excitatie en responsie
gebruiken. De excitatie in dit voorbeeld is de stroom van de stroombron
die als primaire oorzaak van het in de schakeling optredende verschijn-
sel wordt beschouwd. De responsie is het antwoord hierop, in dit geval de
spanning die als een gevolg van de excitatie wordt gezien.

Als de stroombron wordt vervangen door een spanningsbron (fig. 57b),
dan blijven alle voorgaande resultaten geldig als alle stromen en span-
ningen exponentiéel ziJjn.

71 zullen voorlopig niet verder op dit onderwerp ingaan, maar al-
leen de nadruk er op leggen dat de berekening in dit geval aanzienlijk
eenvoudiger is dan in § 3.11. Het zou bijzonder voordelig zijn indien de
exponentiéle functie op é&n of andere wijze op het probleem van de bere-

kening van de sinusvormige excitatie toegepast kon worden.

L.3. Complexe getallen

Dit blijkt inderdaad mogelijk te zijn wanneer wij gebruik maken van de

stelling van Euler. Eerst merken wij op, dat

d . . .
Fra (cos wt + j sin wt) = -w sin wt + jw cos wt =

= jw (cos wt + j sin wt)
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Blijkbaar bezit de complexe functie™ cos wt + J sin ¢t = z dezelfde ken-
merkende eigenschap als de exponentiéle functie nl. %% = jwz. Evenals de
operatie van vermenigvuldiging van een reéel getal met zichzelf een nieuwe
functie x2 definieert, en dezelfde operatie toegepast op een complex ge-
tal z een nieuwe complexe functie 22 definieert, zo kunnen wij de exponen-
tigle functie met imaginaire exponent definiéren als

exp(jwt) = cos wt + j sin wt, (Euler)
welke in overeenstemming is met de eis dat exp(0) = 1.
Een bestudering van § 4.1 levert de conclusie, dat het nergens in
de afleiding van de hoofdeigenschappen van exp At nodig was aan te nemen
dat A reéel is. Alle resultaten - behalve diegene die betrekking hebben op
de vorm van de kromme - blijven geldig als XA complex is. Voorlopig echter
beperken wij ons tot een zuiver imaginaire A.

Als controle vinden wi]

(cos ¢1 + j sin ¢1)(00s ¢2 + J sin ¢2) =exp J ¢, exp J ¢,
= cos ¢1 cos ¢2 - sin ¢1 sin ¢2 + j(cos ¢1 sin ¢2 - sin ¢2 cos ¢2)

= cos (¢, +¢,) + J sin (6, + ¢,) = exp(j(o, + ¢,)),

1 2 1 2

in overeenstemming met de tweede kenmerkende eigenschap.

Als onmiddellijk uitbreiding van het resultaat hebben wij
exp (jlut + ¢)) = cos(wt + ¢) + J sin(wt + ¢) = exp(jot) exp(J ¢)
= K exp(jwt), waarin K = cos ¢ + j sin ¢, een complexe constante is.

Wanneer z = x + jy een willekeurig complex getal is, is

z exp(Jjuwt) = C v y2 [ +J I exp(jwt)

*) . - . . .
In de wiskunde wordt /-1 aangeduid met 1. In de elektrotechniek is dit
symbool echter gereserveerd voor stroom. De volgende letter j in het al-

fabet wordt derhalve voor V-1 gebruikt.
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= |z| (cos ¢ + j sin ¢) exp(jut),
= |z| exp jlwt + ¢) =|z| exp (j(ut + arg z)),
Im(z)

waarin ¢ = arg(z) = arctan (L) = arctan (=324
S S ‘Re(z)”

no
N
no
+
(o
n

en z = /fRe 2)2 + (Im z)° =
WiJ noemen |z| de modulus en arg z het argument van z.

Wanneer z, en z, twee willekeurige complexe getallen zijn, is

Z12p |z1| |z2| exp (j(arg z, + arg z2))

z z
. 1 1 .
en is — = exp (jlarg z. - arg z.)).
z, 22 1 2

Wij zullen ook vaak gebruik maken van het toegevoegd complexe getal, nl.

2 = x - jy. Dan is Re(z) = x = 3(z + z*),

-y = 1 _E
Im(Z)—y—2J- (z - 27)

(z]zg)* = (|z1| |22] exp j (arg z, + arg 22))* =
|z1|‘22[ exp (-j(arg z, + arg 22))= ZT zz.

Men kan een complex getal meetkundig voorstellen op twee gelijkwaardige
manieren. Het getal kan worden afgebeeld als een punt in een plat vlak
met codrdinaten x = Re z, y = Im z of als een wijzer, nl. een voerstraal
van de oorsprong naar het punt (x, y) gepaard gaande met een richting

[van de oorsprong naar het punt (x, y)].
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Im Z T

o
\n
(02]

Re Z

Opgaven: 1. Hoe worden de modulus en het argument in dit diagram voorge-
steld?
Wij noemen het vlak waarin z is afgebeeld het complexe vlak
van Gauss of Argand.
2. Druk j uit als een exponentiéle functie en geef de meetkun-
dige interpretatie.
3. wat is de meetkundige interpretatie van jz?

Z, €en

L. Construeer in het complexe vlak de wijzers van Zys 2,

Z1 + 22.

Toon aan dat de regel voor de vector-som hier geldt.

Geef ook een constructie voor z1, z2 en z1 - z2.

5. Construeer in het complexe vlak de wijzers Zys Zps ZqZpe

Men lette goed op dat de operatie % niets anders is dan het overal vervangen
van j door -j. Wij kunnen een complex getal beschouwen als een functie van
j. Het toegevoegd complexe getal van een gegeven getal, dat uit een aantal
algebralsche operaties volgt, kan evengoed gevonden worden door de opera-
ties uit te voeren en daarna j te vervangen door -j als eerst j te vervangen

door -j en daarna de operaties uit te voeren.

L.4. Complexe stromen en spanningen

Wij zullen nu veronderstellen dat wi]j met netwerken te maken hebben, waar-
in alle bronsterkten van de vorm i(t) = I exp(jwt) of u(t) = U exp(juwt),
waarin I en U in het algemeen complexe constanten zijn.

Aan deze complexe grootheden kunnen wij geen directe fysische betekenis
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toekennen. Wij kunnen er echter wel mee rekenen en, zoals zal blijken, op
vrij eenvoudige wijze. Deze rekenprocedure vormt dan een zeer belangrijke
stap naar het einddoel, nl. een eenvoudige rekenprocedure voor de onbeken-
de fysische grootheden te vinden.

Wij gaan steeds uit van de geldigheid van de wetten van Kirchhoff -
ook bij complexe grootheden; de parameters R, L, C zijn echter steeds re-
&le, positieve constanten. Verder blijft het superpositiebeginsel geldig,
want alle vergelijkingen, zowel algebraische als differentiaalvergelij-

kingen, zijn lineair.

Bijvoorbeeld, indien (i', u') (i'', u'') aan de vergelijking
L d 1 + R a1 i= du voldoen, dan voldoet ook (ai' + Bi'', ou' + Bu''),
2 dt C dt
dt
d2 1
aangezien L —= (ai' + Bi'') + R — (ai' + Ri'') + — (a1 + Bi'")
t C
dt
M 2 . 1 2.
d . di’' 1. dai'' ai'' 1.
=0 | L=—%1i' 4+ R—/ + — 1'J + B [L + R + = 1"
L a2 at C L at° at C
=gdu7+B§L=§“(au'+Bu")
dt dt dt ?

en dit resultaat blijft geldig, onafhankelijk van de vraag of de i, u

reéel of complex zijn. Het is juist vanwege het superpositiebeginsel, dat

de complexe rekenwijze zinvol is. Hcoewel de complexe stromen en spanningen

zelf niet fysisch zijn, zijn bepaalde combinaties hiervan reéel en komen
met fysische grootheden overeen.
In het bijzonder zijn de volgende grootheden reéel:

s(u + u*) = %(U exp(jut) + u* eXp(-jwt)J = |U| cos(wt + ¢) en
1 (u - ) = %3‘(U exp(jwt) - U¥exp(-jut)) = [U] sin(wt + ¢)
waarin ¢ = arg U.

Opgave: Reken deze relaties na.
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Wij kunnen blijkbaar de reéle sinusfuncties |U| cos(yt + ¢),

|U| sin(wt + ¢) beschouwen als de superpositie van twee complexe expo-
nentiéle functies.

Wij zullen nu het tweede probleem van § 3.11 volgens de zojuist ingevoerde

principes oplossen. Om het schrijven te vergemakkelijken stellen wij

Jw = A, zodat -juw = A*. Wanneer het ons uitkomt, zullen wij ook gebruik

maken van de alternatieve notatie van de exponentiéle functie, nl.

A
exp A\t = e t.
Wij beginnen met de differentiaalvergelijking
a®i . ai, 1 a At
L==+R=+—=1i=%cn nmet ge spanningssterkte u = Ue
2 dt C dt
dt
.. . R . At
W1J zoeken een oplossing van de vergelijking van de vorm i =1 e" .
Dan is
(A°L + AR + é) I=2U, duw.z.T= ————1L————T— ) (4.4.1)
}\L+R+IE
Hieruit volgt dat de stroom i(t), =~———ll———7*- e)‘t = %-ext, bij de
)‘L+R+XE

spanning Ue*’ behoort. Het volgt onmiddellijk uit verg. (L.L.1.) dat

* Ux
I = .
AL+ R+ —
Z¥c
*® * *®
zodat de stroom (i(t)]*, = —;;*—Ji—————r— R t, bij de spanning y¥r b
AL + R + —
r¥e

behoort. Dit is een zeer belangrijk gevolg van het voorgaande, dat alleen
geldt omdat L, R, C reéel zijn., Als R, L of C complex waren dan behoor-

de weliswaar de stroom

"

At
e

] ‘C
w®
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.. . A . . .. .
b1J de spanning Ue t, maar deze stroom is niet gelijk aan (1(t)}*.
Wij gaan nu de complexe bronspanning en de toegevoegde complexe bronspan-
ning op elkaar superponeren. Wij weten uit het superpositiebeginsel, dat

de stroom, die bij de resulterende spanning behoort, de superpos is

@

van de stroom die - ieder afzonderlijk - bij de bronspanning behoren

(fig. 59).

o=

Fig. 59

Wij vinden dan dat de stroom

=
)
+
=
o
[}
=
®
]
"
=]
(]
()

correspondeert met de spanning

Mo |U] cos(wt +¢).

Ju + Ju¥=Re u = Re [U e

Hier in feite in essentie is de oplossing van het probleem gegeven; het

enige rekenwerk dat wij behoeven te verrichten is het berekenen van het

w A
reéle deel van %—e t.
Dus i(t) = Re [- U 3 e>\t = Re u 3 ert
AL R + — jwlL + R + —
I-AL, T 0 \C J ldwu I ij l
[u]
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= [u] cos (wt + ¢ - a) ,
v R2 + (0L - 1_)2
wC 1
. . 1 wh - 7% .. o=T n
waarin a = arg (R + j(wL - EE))= arctan —x | > waarbi] 5—-< a < 5

aangezien R > 0.

Dit resultaat komt overeen met wat wij in § 3.11 gevonden hebben indien

wij hier stellen ¢ = éﬂ-en o vervangen door -¢.
Wij hadden evengoed de sinusvormige spanning als de superpositie van de
twee complexe spanningen %3;? en g} ux kunnen beschouwen. De bijbehorende
stromen zijn dan 53~i en —T 1 . Wij kunnen dan concluderen dat de spanning
Im (uext) = |U| sin (wt + ¢) aanleiding geeft tot de stroom
Im (iekt) = Im {*———~Jl————T— ejwt = +§+ sin (wt + ¢ - a).
R+ij—m

In beide gevallen is de stroom a rad. in fase achter t.o.v. de spanning.
Door ¢ te vervangen door ¢ + g-vinden wij uiteraard dezelfde uitkomst als
bij de berekening met de cosinusfunctie. Een berekening gebaseerd op het
reéle deel van de functie is vaak eenvoudiger en geeft minder kans tot het
maken van fouten dan een berekening gebaseerd op het imaginaire deel, waar
een extra factor J aanwezig is.

Om het geheel samen te vatten, kunnen wij zeggen dat de amplitude van
de stroom gelijk is aan de amplitude van de spanning, gedeeld door de modu-

lus van Z, en dat de stroom in fase achter is t.o.v. de spanning, met een

hoek gelijk aan het argument van Z (figuur 60).

Im z

Re

Fig. 60
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Het grote voordeel van deze rekenwijze is dat, dankzij de bijzondere

eigenschappen van de exponentiéle functie, de berekening van de complexe

stroom (of spanning) tot eenvoudige algebra wordt teruggebracht en is in
wezen hetzelfde als de berekening van een gelijkvormig weerstandsnetwerk
bij gelijkstroom en -spanning.De tweede stap, het berekenen van de reéle

stroom (of spanning), is dan een kwestie van het bepalen van het reéle

of het imaginaire deel van een complex getal.

4.5. Analyse van netwerken met sinusvormige bronsterkten

Een groot deel van de wisselstroomtheorie heeft betrekking op het bere-
kenen van de complexe stroom of spanning bij exponenti&le (met imaginaire
exponent) excitatie. Zoals wij reeds gezien hebben bestaat de tweede stap
uit het bepalen van het reéle of het imaginaire deel van een complex getal.
Aan de hand van het voorbeeld van § L.4 hebben wij kunnen zien hoe, in
grote lijnen, de methode werkt. Wij zullen nu wat systematischer en al-
gemener op de methode zelf ingaan.

Wij weten dat bij het opstellen van de vergelijkingen die het gedrag
van een netwerk beschrijven een stelsel differentiaalvergelijkingen ver-
kregen wordt. Bij exponentile excitatic worden exponenti&le responsies
(met dezelfde exponent als die van de excitatie)verkregen. Door substitu-

tie van alle stroom- en spanningstermen

in de vergelijkingen wordt een stelsel algebraIsche vergelijkingen in de
Im en Un verkregen die weliswaar functies van X zijn. De vraag rijst of
wij de stap van het opschrijven van de differentiaalvergelijkingen kun-
nen overslaan en direct op het opschrijven van de algebralsche vergelij-
kingen kunnen overgaan. Naar analogie van de gelijkstroomnetwerken zou

zo'n rekenwi] - wetten van Kirchh n van Ohm

moeten worden.
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4.5.1. De wetten van Kirchhoff

Dat de stroomwet van Kirchhoff ook geldig is voor de complexe grootheden
Ik is als volgt in te zien. In iedere tak hebben wij een stroom van de
vorm 1k(t) = [Ik| cos (wt + ¢k) = IIkI (cos ¢ cos wt - sin ¢, sin wt) .

De stroomwet Zik(t) = 0 is geldig voor alle tijdstippen, in het bijzonder

voor t = 0O en t = . Het gevolg is dat

I
2w
z |Ik| cos ¢, =0 =1 |Ik| sin ¢, ,

d.w.z. X Re(Ik) =0=2z Im(Ik), zodat LI = O.

Op dezelfde wijze geldt de spanningswet voor de complexe grootheden Ul’

zodat I Ul =0,

4.5.2. De netwerkelementen

Voor de weerstand geldt u = Ri,

Als i = Iekt, dan is u = RIekt, zodat U = RI of I = GU.

di
Voor de spoel geldt u = L Fre

Als i = IeAt, dan is u = ALIeAt, zodat U = ALI of I = %f U.
. du
Voor de condensator geldt 1 = C it -
. . 1
Als u = Ue*t, dan is i = ace’?, zodat T = ACU of U =51

Voor de spanningsbron geldt u = erkt, waarbij UO een bekend veronder-

stelde constante is.
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Voor de stroombron geldt i = IOeXt, waarbi] IO een bekend veronderstelde

constante is.

4.5.3.

Zodoende hebben wij een rekenwijze verkregen die isomorf met de algebra
van netwerken bij gelijkstroom is. In elke tak van het netwerk vloeit

een complexe stroom Ik; over elke tak bestaat er een complexe spanning

Uk' Deze stromen voldoen aan de stroomwet van Kirchhoff en deze spanningen
voldoen aan de spanningswet van Kirchhoff. Het verband tussen de stroom

en de spanning van een tak is lineair, zodat een van de volgende mogelijk-

heden geldt:

U =21 I=vU
£ U=U

° 0

£ I=1.

© 0

De grootheden Z, Y heten de impedantie, respektievelijk admittantie en
spelen de rollen die de weerstand en de geleiding bij gelijkstroomnetwer-
ken vervullen. Dus de impedantie van de spoel is AL, de admittantie van
de condensator is AC, terwijl de impedantie en de admittantie van de weer-
stand R en G zijn. Wanneer men over impedantie en admittantie tegelijk
wil praten, wordt het woord immittantie gebruikt.

Wel moeten wij bedenken dat in het algemeen zowel de immittantie als
de stroom en spanning functies van A zijn. Elke keuze van de waarde van
w in A = jw leidt tot een andere waarde van de stroom of spanning.
De spanningspolariteit en de stroomrichting worden steeds bepaald in over-
eenstemming met de algemene bepalingen voor tijdsafhankelijke variabelen,
waarvan de complexe variabelen afgeleid zijn. Op deze wijze is fig. 61

afgeleid.

*)

isomorf wil zeggen: van dezelfde gedaante.
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+ + O—p— + O—»—
U AL U e 1 C U r ] R

T
- - 00— - 00—
impedantie admittantie impedantie

Fig. 61
Men lette goed op dat, aangezien X = jw, een impedantie -AL = -jwl,
Jwt

met L > 0, betrekking moet hebben op een spanning Ue™ en een stroom

Ie_jwt, zodanig dat U = -jwLI.

Nu wij de isomorfie van netwerken met gelijkstromen en de met behulp
van complexe variabelen beschreven netwerken en wisselstromen hebben aan-
getoond, kunnen wij onmiddellijk alle theorema's en resultaten van hoofd-

stukken 1 t/m 3 voor wisselstroomgrootheden interpreteren.

Bijvoorbeeld, de serie-keten van fig. 57 heeft een impedantie

AL + R + 1/XC. Bij meer gecompliceerde ketens worden ingewikkeldere uit-
drukkingen verkregen. Zoals uit het laatste stelsel vergelijkingen in

§ 3.12 volgt is

(=1
o |O

(Z1+22) (Z3+Zh) + 7

Z1Zh(Z2+Z

5(2,%2,

3) + 22Z3(Z1+Zh) + 7

+Z3+Zh)
(Z

=Y(h) = 5 2+23)(Z1+Zh) i

waarin de stroom en spanning nu complex en functies van X zijn en alle
weerstanden door algemene impedanties zijn vervangen.
Eén belangrijke eigenschap moeten wij nog afleiden.

Aangezien R, L, C, reéel zijn, is (AL)™ = (ij)* = -jwL = ZL,
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(AC)x = 2 c. D.w.z., indien in een uitdrukking voor een immittantiefunctie
elke term door de toegevoegd complexe term vervangen wordt, is het resultaat
hetzelfde als zou volgen uit een rechtstreekse vervanging van A door A*,

dus jw door -juw.

Hieruit volgt (Z(jw))* = (Z(A))* = 72(0™)= 2(-jw).

Dit is alleen geldig omdat de elementenwaarden reéel zign.

Als bv. U = Ma+jb) I, d.w.z. Z = (a+jb)x, dan zou gelden

U =2 (q-jb) T¥, en is (200))* # z(0®).

Hieruit volgt de rekenwijze voor de bepaling van de responsie van een
reéle sinusvormige excitatie.

. A ATt
|[U| cos(wt + ¢) is de som van 3Ue t en %U*e :

*
. . . t
De responsie i(t) is daardoor de som van %YUeAt en %Y*U*e>t , d.w.z.

i(t) = Re(YUeAt).

Voorbeelden

1.

7
1H
10
(::) a b
19 eF Fig. 62
2O

~ - . a5 Ty A . TRamasl
Gegeven: u = sin T *+ 7). Gevraaga: bEpaal u
g 12 p) \ h} g b ab

C _ LT .. .
O?%0351n?. W1 kunnen stellen U12— 5 exp-Jy - Of wij kunnen een nieuwe
tijd-variabele t' invoeren zodanig dat sin(t + %) = cos t'. Dan is

t' = t-n/4, hetgeen overeenkomt met een verplaatsing van tijdsoorsprong.

M.b.t. deze nieuwe variabele nemen wij Uip =5 (reél).
<
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1
. 1 2j 1
Dan 1s U =—5enU = 5 = )
a2 1+ b2 1 1‘ 142
23
Dus U —2(1-3) en U _ = 1-2j
a2 2 b2
-~ I _ = Mz_:)
Dus uab =Uio Ub2 2\ 3=3J)
/10 _ 1
|Uab] =~ ; arg U = arctan (- 3).
V10 1
Dus U, =5 cos (t'- arctan 1/3),63 < arctan 3<%
= /10 sin (t + 1 - arctan 1/3).
2 N
s 10
| o |
i —
1H
-—’W\—’—
14
+
= 1F )u
Fig. 63
-
i+i

1
Gegeven: i = sin (2t), u = /2 cos(2t - %). Gevraagd: Bepaal i1.
Oplossing: Evenals bij het vorige probleem verschuiven wij de tijdsoorsprong

en nemen wij de complexe stroom redel: I = 1. Dan is U = 1 + j.

1

- 1 .
-U=(I+1,) E + 2] I1

I 1 . T . 3.
d - = = + - + = ~5 =
us - U 5 I1(2J 23) 20 T+ 59 I1,
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_1 2 1 2
I,==-1+= ==+ =
1531 +330 =3+3] (14))
- _1 .
= 3(1—2J)
dus i1 = - % V5 sin (2t - arctan 2) 0 < arctan 2 < % .

4.6. Vermogen

Wij definiéren de complexe effectieve waarden door de relaties

1 1
Teer =21 Uerr =2 U
Alle betrekkingen van § 4.5 kunnen dan in deze grootheden worden uitge-

drukt zonder verandering van gedaante. Bijvoorbeeld,

LI o, U 0,

k eff 1 eff

Uepr =2 Tepr 0 Topr =¥ Ugpp:

In geval van het vermogen echter, ligt het wat anders. Wij hebben in
§ 3.4.2 reeds gezien dat het (momentele) vermogen bij een reéle stroom en

spanning is
p(t) = u(t) i(t) = |u] |I] sin (wt + ¢1) sin (wt + ¢2) .

waarin ¢1 =arg U en ¢2 = arg I.
Wij willen nu het resultaat van § 3.8.3 afleiden met behulp van complexe

grootheden. Het gemiddelde vermogen P is

1 t0+T
lim — | {|u| 1] sin (wt + ¢1) sin (wt + ¢2)} at
T>® t to

De integrand is gelijk aan

%3 (U ert B U* —Jmt) %E (1 ert _ I* e—Jmt)
= % (UTF + UF T - U T e2d% _ ¥ 1® 7200t
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Dan is
.1 * * UI . .
P = 1i2 L {ur™ + U1 - Ziurt (exp {2Jw(t0+T)} - exp(QJwT))
-urr*
23wt (exp {—2jw(t0+1)} - exp (-2jwt)).
= % (uT* + U*1) = % Re (UT¥) ,
aangezien |wt| > « als 1 > @ en |exp(jux)| = 1.

Ook als wij het gemiddelde vermogen over een periode berekenen, volgt het-
zelfde resultaat, daar exp {2jw(to+1)} = exp(2juwt) exp(2jwro) en

exp(2jwt) = 1, wanneer T = %% =T,

Wij hebben dan hetzelfde resultaat

P = %—Re(UI*) = Re(U_, T ) = %-Re(]U] |1jej(¢1‘¢2>)

= % |[ul |1| cos (d)1 - ¢2) =

waarin ¢ het faseverschil tussen de stroom en de spanning is.

1
E 1U| |I| cOs ¢,

De factor cos (¢1 - ¢2) wordt de arbeidsfactor genoemd.

Deze is nul indien ¢1 - ¢2 = 1/2 , zoals voor een spoel en een condensator
geldt:
P, = %-Re(ijIIx) =0 respectievelijk,
1 . *
P = — Re(- = 0.
e =32 e(-jwCUU") = 0
*

De grootheid 1 Re(UI™) wordt ook het actieve vermogen genoemd. Het 1ijkt

2
dan zinvol l—UI* het complexe vermogen te noemen. Het imaginaire deel van

het complexe vermogen,%Im(UI*), heet dan het reactieve vermogen.

Wij schrijven
s = % UI* = P + jq = Re(% Ur®) + j Im (% uT®)

waarin P het actieve vermogen en Q het reactieve vermogen zijn.

tionaal verband is afgesproken dat het symbool S het zoge-
naamde schigjnbaar vermogen aanduidt; complex vermogen wordt dan aange-
dutd met S. Wij geven hier de voorkeur aan S voor complex vermogen

en |S| voor schijnbaar vermogen.
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Men lette goed op dat, vooral bij de sterkstroomtechniek, zeer vaak

met effectieve waarden gewerkt wordt en dat de aanduldlng "eff" dan weg-

gelaten wordt. De amplituden worden dan met 1 en U aangeduid. Bijna alle

wisselstroom-meetinstrumenten worden voor effectieve waarden geijkt. Voor

theoretische doeleinden zijn de amplituden |U|, |I|, echter meer geschikt

en in dit college worden deze als hoofdparameters beschouwd.

Reactief vermogen is geen fysisch (omgezet in warmte) vermogen, maar
een maat voor het verschil in de gemiddelde electrische en magnetische
energigén. Om dit te bewijzen maken wij gebruik van het theorema van Tel-
legen. Ten overvloede wordt opgemerkt dat het theorema een gevolg is van
de wetten van Kirchhoff, waaraan ook de complexe stromen en spanningen be-
antwoorden.

Wij veronderstellen dat het netwerk opgebouwd is uit spanningsbron-
nen, stroombronnen, weerstanden, condensatoren en spoelen. Met de gebrui-
kelijke tekenafspraak van § 2.2. volgt:

UL +2zsu1®+3
r

b rip U, I + 53 L UTI =0,

171 cc

3 z
1 c

z
b
waarin de letters b, r, 1, c betrekking hebben op de bronnen, resp. weer-
standstakken, spoelen en condensatoren. Maar
_ * x=. * 3(=_.
UrIr - RrIrIr i UlIl JleIlIl ? UcIc JchUcui :

Nu is het opgeslagen magnetische energie in een spoel gelijk aan

. . 2 . . .
3 Li . 3 LlJIllg sin” (wt + ¢). De gemiddelde waarde hiervan is dus

1 .. . . .

N Lllllie- Op dezelfde wijze is de gemiddelde waarde van de 1n een con-
. . .. 1

densator opgeslagen electrische energie gelijk aan n CclUcf

Wij kunnen dan stellen dat het door de bronnen afgegeven complexe
vermogen - hetgeen gelijk is aan het totaal door de andere takken opge-

nomen complexe vermogen - gelijk is aan
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. 2 . 2
+ 2w 2 L] -3 jezclul

L r
b r 1 c
=P+ 2 juw (Wm - We), waarin We de gemiddelde totaal electrische en wm

de gemiddelde totaal magnetische energieén voorstellen.

Hieruit volgt dat Q = 2u (Wm - We).

Opmerkingen:

1. Het complexe vermogen wordt soms met 3 U*1 aangeduid. In zo'n geval
1

is het reactieve vermogen dan 3 Im(U*I) =‘—2w(wm - We).
Dit verschil van teken is niet significant. Reactief vermogen is geen
fysisch vermogen en er is geen principiéle reden om een voorkeur voor

het ene of het andere teken van + 2y (Wm - We) te geven. Echter om ver-

warring uit te sluiten wordt er gestandaardiseerd op de vorm 3 U T*.

In de energietechniek wordt er meestal gewerkt met inductieve belastingen,
d.w.z. impedanties, waarvan de spanning in fase voor t.o.v. de stroom is
en het faseverschil kleiner dan 90O is. Onder deze omstandigheden is het
reactieve vermogen positief.

2. De in een spoel opgeslagen energie is & L!I|2 {1-cos(owt+2¢)},

. 2 .
welke met een hoekfrequentie 2w tussen de waarden 0 en 3 L|I| oscilleert.

Het momentele vermogen is 32 wL‘Il2 sin(2wt + 29), hetwelk met een hoek-

frequentie 2w tussen + 3 wL|I|2 oscilleert. Hetzelfde resultaat geldt

voor een condensator, na vervanging van L door C en I door U.

3. De grootheid 3 |U| II| = ’U | wordt schijnbaar vermogen ge-

eff' |Ieff
noemd. Het schijnbaar vermogen wordt uitgedrukt in volt ampére (VA). Het

reactief vermogen wordt uitgedrukt in var (met kleine letters), een af-
korting van volt ampére réactive.

L, Bestaat een stroom uit twee componenten: i = i, + 12, en vloeit deze

1
stroom door een weerstand R, dan geldt voor het gemiddelde vermogen in

het algemeen niet: P = P, + P_, waarin P1 het vermogen is tengevolge van

o - 1 T2’

i, en P, het vermogen t.g.v. i

1 2 2’
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Hier geldt dus niet het superpositiebeginsel. Bijvoorbeeld door een weer-
stand van R ohm vloeit een stroom van + 2A en een stroom van - 2A, dus
samen nul ampére. Het totale vermogen is nul, terwijl de vermogens van de
deelstromen niet nul zijn. In bepaalde gevallen geldt echter wél het su-
perpositiebeginsel voor vermogens. Eén zo'n geval komt voor bij sinus-
vormige stromen met ongelijke frequenties.

Stel i, = |I1| cos (nwt + a) en i, = |12| cos (mwt + B) 3 n en m zijn
gehele getallen:n > 0 en m > 0, verder is n # m.

Stel 1 = i1 + i2.

Deze stroom 1 vloeit door een weerstand R. Dan is het totale gemiddelde

vermogen:
T T T T T
P=%f ieRdt=%f 12dt=%{f i?dt+f igdt+2f i,ijat }
0 0 0 0 0
waarin T = en
w

Beide stromen zijn periodiek met periode T.
T

Wij zullen nu bewijzen dat [ i1i2 dt nul is.
0

Nu is

i1i2 =1 (11 exp {j(nwt + a)} + I? exp {-j(nwt + a)})x

X (I2 exp {j(mwt + B)} + I; exp {-j(mwt + B)}).

Uitwerking van dit produkt levert een som van exponentiéle functies op
waarvan de exponenten niet nul zijn. De gemiddelde waarde over een periode
van ieder zo'n term is nul.
Voorbeeld: i = 6 cos 3t + U4 cos 29t , R = 5Q

P = 3(6° + L°)5 = 130 W. w=1,n=3,m= 29,

Opgave: Controleer de juistheid van de bovengemaakte beweringen en schrijf
het bewijs van de stelling dat het gemiddelde vermogen van de totale stroom
gelijk is aan de som van de gemiddelde vermogens van iedere component-
stroom volledig uit. Op welk punt in het bewijs wordt er essentieel gebruik
gemaakt van de voorwaarde m # n? Wat gebeurt er als de twee frequenties

w, en w

] zijn, waarbij %l geen rationeel getal is?
2

2
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L.7. Wijzerdiagrammen

WiJj hebben het woord wijzer reeds genoemd in verband met de voerstraal-
representatie van een sinus-functie en ook in verband met de afbeelding
van een complex getal in het complexe vlak. Wij zullen nu wat dieper op
deze stof ingaan en in het bijzonder de toepassing op het oplossen van
netwerkproblemen behandelen.

Wij kunnen de complexe stroom en de complexe spanning van een net-

werk als een wijzer voorstellen (fig. 6L4).

Im

Re

Fig. 6k

Het is echter niet doenlijk uit zo'n diagram van wijzers de spanning over
een willekeurige tak in het netwerk rechtstreeks te bepalen wanneer slechts
een deel van de takstromen en spanningen bekend is. WiJ kunnen dit bezwaar
ondervangen als wij uitgaan van de complexe knooppuntspotentialen.

De knooppuntspotentialen veranderen sinusvormig met de tijd zodat wi]
iedere knooppuntspotentiaal als de som van twee cgmplexe exponentigle

At 7 X AL
e e .

1 + 1V

grootheden kunnen beschouwen, nl. 3 V

Wij kunnen dan het getal V door een punt in het complexe vlak voorstellen.
Aan ieder knooppunt in het netwerk kennen wij een letter of een cijfer

toe. De corresponderende complexe potentiaal wordt afgebeeld in het com-

plexe vlak en met hetzelfde symbool aangeduid. Een willekeurige spanning
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tussen knooppunten A en B wordt dan voorgesteld door een wijzer getekend
tussen A en B in het complexe vlak en gericht van B naar A wanneer de

spanning U, = V, - V, wordt bedoeld (fig. 65).

Im

Re

Fig. 65

Het voordeel van deze afspraak is dat als de
potentialen VA’ VB door wijzers worden voorgesteld, op de gebruikelijke
wijze gericht van de oorsprong naar A resp. B, dan beantwoorden de wijzers
VA’ VB en VA - VB aan de regel voor de vector-som. De oorsprong in zo'n
diagram komt overeen met de potentiaal nul. Dit punt kan wel of niet
overeenkomen met een knooppunt in het netwerk. Als aan iedere knooppunts-
potentiaal een (complexe) constante erbij wordt opgeteld , dan verplaatst
zich de getekende figuur in het complexe vlak, maar de onderlinge afstan-
den en hoeken blijven ongewijzigd. Daar alleen de onderlinge ligging van
de knooppunten van belang is voor het bepalen van alle takstromen en span-
ningen is het niet nodig de assen in het diagram te tekenen.

Ook de oriéntatie van de figuur is niet belangrijk, aangezien wij alle
spanningen en stromen met dezelfde complexe constante kunnen vermenigvul-
digen zonder de relaties tussen de spanningen en stromen onderling te
storen. Zo'n vermenigvuldiging komt overeen met een vergroting van de fi-
guur gelijk aan de modulus van het getal en een draaiing van de figuur

door een hoek gelijk aan het argument van het getal. Deze aspecten komen
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naar voren bij de volgende voorbeelden.

Voorbeeld 1:

1 “I
7 I
e
i) L
C :
R
: 2
vl
1
3
2
1
3 72
Fig. 66

Wij kiezen de stroom I reéel en positief (nogmaals: dit is niet essentiéel,
maar als de stroom é&nmaal zo gekozen is ligt de oriéntatie van het wijzer-
diagram vast).

Dan is U23 in fase met I en is U12 90O in fase voor t.o.v. I. Samenvoeging
van deze wijzers geeft het complete spanningsdiagram. De lengten van de

wijzers moeten wel uit de elementwaarden worden berekend. Is bv. R = 2Q en

wL = 19, dan is |U231 = 2|U12|.

Voorbeeld 2:
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I
1 >
[ W
L
2
R1
3
‘T
y °
Fig. 67
Ga uit van de wijzer I..
1 ———
Daaruit volgt U12. ¢ 1
2
en U23 3 o

en U3h.
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Samenvoeging geeft: L

Hiermee is U1h bekend,

dus ook I2.

Dit levert het stroom-

\\\\\\\\i2
diagram op.
I
1
I
I 2

Soms is een korte berekening vooraf onvermijdelijk.

Voorbeeld 3:
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Voor deze brugschakeling moet men eerst m.b.v. de complexe rekenwijze
enkele spanningen of stromen berekenen. Pas daarna kan men het wijzer-

diagram construeren.

I
1 ——
Voorbeeld L: I
I
2
1
C L
D 3 \
R1 RQ
2
Fig. 69
In dit voorbeeld is een hulpconstructie nodig. I
Ca ult van I1. _—L
Daaruit volgt U13 en U32.
2 3
1
Hiermee is U12. Het is nog
niet mogelijk I2 te vinden.
Daartoe gaan wij los van het 12
bovenstaande uit van 12. —_—
PR
Wij vinden dan U1h en Uh2'
2
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Opnieuw is U12 gevonden. Door de laatste tekening te verkleinen en te
draaien en aan het eerst gevonden wijzerdiagram aan te passen, vinden

wij (met I, op dezelfde wijze verkleind en gedraaid):

2

2

Het is in dit geval nog mogelijk de wijzerdiagrammen rechtstreeks te vin-

den: Ga uit van U Nu staan de wijzers U,_ en U,_, loodrecht op elkaar.

12° 13 32

M.a.w. U12 is de diameter van een cirkel waarop het punt 3 ligt. Ook het

punt b4 ligt op de cirkel. Door onderzoek van de onderlinge fasen kan men

de wijzerdiagrammen rechtstreeks vinden.

I
1
1 -
I f3
L
Cy
B L
Fig. 70 (::) R1 R2
3 5
01 C3
Opgave: 1-
6

Ga uit van 12. Hiermee liggen de punten 1, 2, 3, 6 vast. Daarmee is U

bekend. Ga opnieuw uit van I

16
3¢ Hiermee zijn de punten 1, L, 5 te vinden,

waardoor weer U.g bekend is. Vergroot en draai één der diagrammen, totdat

beide wijzers U16 samenvallen. De constructie wordt aan de student over-
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gelaten.

Het is ook mogelijk de hele theorie van wijzerdiagrammen te baseren
op maasstromen i.p.v. knooppuntspotentialen. Daartoe gaan wij uit van de
stnusvormige takstromen waarvan ieder op te vatten is als de som van twee
complexe stromen. Iedere complexe takstroom kan worden uiltgedrukt als het
verschil tussen twee complexe maasstromen. De complexe grootheden worden
door punten in het complexe vlak afgebeeld. Een takstroom wordt dan voor—
gesteld als een wijzer die twee van deze punten verbindt en 30 gericht vam
B naar A dat de desbetreffende takstroom gelijk is aan Jy =~ Ips waarin de
maasstromen met het symbool J worden aangedutd. Hieruit kunnen alle gewen-—
ste stroom— en spanningsrelaties worden gevonden. Deze methode is niet prin-
ctpiéel moetlijker dan de methode gebaseerd op knooppuntspotentialen. Zij
wordt echter weinig gebruikt. Bovendien zijn er enkele punten in de fun-
dering die een nadere toelichting eisen, welke alleen te geven is nadat
de stof van het college Elektrische Netwerken II is bestudeerd.

4.8. De delen van immittanties.

Aan de reéle en imaginaire delen van immittantie-functies worden speciale
namen gegeven. Wij schrijven

Z(jw) = R(w) + j X(w).

G(w) + j B(w),

Y(jw)
waarbij tot uitdrukking komt dat al deze grootheden functies van w zijn.
Dan heten R(w) en G(w) de resistantie, respectievelijk conductantie. De
grootheden X(w) en B(y) heten de reactantie, respectievelijk susceptantie.

Al deze grootheden worden uitgedrukt in ohm, resp. in siemens,

]

Daar Z = 7 is
G -B
R ———, X = .
2+ 52 @+ B
G = , B= X
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Opgemerkt -dient te worden dat van een gegeven immittantie de resistantie
en conductantie gelijke tekens hebben terwijl de reactantie en susceptan-
tie van ongelijk teken zijn.

Opgave: Bewijs m.b.v. het theorema van Tellegen en de eigenschappen van
het complexe vermogen dat R(w) > 0 en G(w) > O. Wat is de relatie tussen

het reactieve vermogen en B(w), X(w)?

4.9. Polaire figuren

Variéren we in een netwerk de frequentie w of de waarde van een netwerk-
element (bv. de grootte van een condensator) dan zal de complexe stroom
in (of de complexe spanning over) een bepaalde tak veranderen.
De puntverzameling van een dergelijk complex getal heet een polaire fi-
guur. We hebben dan te maken met functies van de vorm

H = f(p).
Hierin kan H zijn een spanning of stroom, een immittantie, een spannings-
of stroomverhouding, enz. De reéle parameter p kan zijn de frequentie w,
een weerstand R, een zelf-inductie L, een capaciteit C, enz.

Een voorbeeld van een polaire figuur is getekend in fig. T1.

Im H T

A

P1

P2

P3 oy

H(Oz)

Re H
Fig. T1

Voor iedere waarde van p is er één (complexe) waarde van f(P), met een

reéel en een imaginair deel. Deze delen zijn de coSrdinaten van een punt
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in het complexe vlak. Als p variéert wordt er een kromme in het complexe
vlak beschreven. Langs de meetkundige plaats van H = f(p) kan men een
schaalverdeling van p aanbrengen (de punten Py Py p3 in fig. 71).

Een eenvoudig voorbeeld is de impedantie R + jwL (fig. T72).

Im ZT

Fig. T2

Variéren wij w, dan is Re Z = R = constante, terwijl 0 <Im 7 < = als

0 2w < =.De polaire figuur is dus een rechte lijn evenwijdig aan de ima-
ginaire as. Door een eenvoudige meting kan men uit de figuur de modulus
en het argument van Z bepalen.

In vele gevallen is f(p) een bilineaire functie van p, zodat

_?'_"_'ﬂ -0 < < ©
H c ¥ ap ° met o .

Zo'n functie stelt altijd een cirkel voor, met als speciaal geval een cir-
kel met oneindige straal, d.w.z. een rechte. In de praktijk kan men de
cirkel bepalen als drie punten bekend zijn, bv. voor p = 0, @, 1. Het kan
ook zijn dat p niet alle reéle waarden mag aannemen. In zo'n geval is de
polaire figuur een cirkelboog, waarvan de eindpunten aan de grenswaarden
van P corresponderen.

Wij zullen nu bewijzen dat de meetkundige plaats van H = f(p) een
cirkel is en tevens de straal en het middelpunt bepalen. Wij drukken eerst

p in H uit.
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cH - a _ c*H* - a* 5

b - dH bx _ dxHx

. . . *
aangezien P reeel is, d.w.z. p = p .

. " ® ¥ ;% % *®, \
Dan is (cH - a)(b” = dH ) = (¢ H - a )(b - dH) = 0.
Dus (cfd - cd®) HE® + (v™c - a¥a) H - (be™ - ad®) g* + a™ - av™ = 0.

Indien c'd = cd*, dan is de co&fficiént van HH® nul en stelt de verge-
lijking een rechte voor. De snijpunten met de assen zijn gemakkelijk te
bepalen uit de relaties

Im H = 0, dus Re H _-Im(a™)

Im(b¥c - a¥d)

bl

—Im(a*b)
Re(b*c - axd)

en Re H =0, dus Im H

Indien c'd # cd*, dan is

* * * * * *
® bec-ad H - be - ad H* + 2 b - ab = 0.

cxd - cdx de - cdX c*d - cd*

HH

WiJj kunnen deze vergelijking schrijven als
2 * % * * * * 2
|[H-p|T (H-p) (H'-p") = HE - pH - p H + pp =r".
Deze laatste vergelijking stelt een cirkel voor met straal r en middelpunt D-

Identificatie van de twee vergelijkingen levert het resultaat op:

p = bc* - ad* - bca‘E - adx
S . 25Im(c™a)
2 ab™ - a'b % _ - (ab™a®b)(c®d-cd®) + (bc*-ad™)(pc-a%a)
T TwT % e * *®(2
¢cd - cd lc d - cd \

De teller van deze uitdrukking is gelijk aan

-ab¥c®a - a®bed® + vbrec® + aa®ad®.
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Hieruit volgt r = ~i§§:§£l~— . Voor het voorbeeld van fig.

" 73 geldt
2|Im(c™a) | .
21
U, ~ T+ juCR
R
! Im H Re H
— o o 1 —-
w:w
+
H /“’
-
U1 > C - U2
- _
Y= Re
0 - Fig. T3

Dit is een bilineaire functie van (. De figuur voor w < O is een spiegel-
beeld van de figuur voor w > 0 t.o.v. de reéle as als spiegel. Deze as

is dus een diameter. Verder zijn de punten w = 0 en w = ® gemakkelijk te
bepalen.

Opgaven: Reken het middelpunt en de straal na m.b.v. de boven afgeleide
formules. Bepaal de polaire figuur voor Eg met C als parameter.

Yy
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5. EIGENSCHAPPEN VAN VERSCHILLENDE NETWERKTYPEN.

5.1. Resonantie.

Wij zullen nu ingaan op de eigenschappen van een schakeling die in hoofd-
stukken 3 en U4 als rekenvoorbeeld is gebruikt (fig. Tla). Een andere scha-
keling met verwante eigenschappen is weergegeven in fig. Tib. Het is leer-
zaam de twee schakelingen gelijk te bekijken en de overeenkomst in de al-

gebralsche bewerkingen voor de twee schakelingen duidelijk naar voren te

brengen.
I +
A
+ L
Uo(j
il L R C =t
h 0 U ——
R [
C -[
(a) Fig. Tb (b)
fig. Tha fig. Thb
Z(X) = \L + R + 1/AC Y(A) = AC + G+ 1/AL
Met A = jw volgt
Z(jw) = j(mL—1/wC) + R Y(jw) = j(wC—1/wL) + G
Bij de hoekfrequentie W, = - , zijn Z(2) en Y()) reéel; de reactantie
0 Jic
IC

(susceptantie) is nul en de schakeling gedraagt zich als een eenvoudige
weerstand.
Bovendien zijn

2

|2] = /&® + (wI-1/uC) Y| = /62 4 (wC -1/wL)?
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minimaal wanneer W = ©o zodat

U

I
v _ | o N
1 = | ol = |5y

het maximum bereiken bij deze frequentie mits de bronsterkten UO en IO
onafhankelijk van de frequentie zijn. Dit verschijnsel noemt men reso-

nantie. In dit eenvoudige geval zijn niet alleen

| 1wl lu(o)l
maximaal maar zijn de spanning en stroom in fase.

In het algemeen spreekt men van fase-resonantie als bij een bepaalde fre-

quentie w, het faseverschil tussen sinusvormige grootheden in een netwerk

0
nul is. Als bij een bepaalde frequentie Wy de verhouding van de amplituden
van twee sinusvormige grootheden in een netwerk maximaal of minimaal is,

dan spreekt men van amplitude-resonantie. In het geval van de twee voorbeel-

den van fig. Tk is Wy =0, in het algemeen is dit echter niet het geval.
In de praktijk wordt vaak het woord resonantie zonder voorvoegsel gebruikt.
Hiermede bedoelt men bijna altijd "fase-resonantie'.

De functie |I| = f(w) behorende bij fig. Tha is getekend in fig. 75.

mT

lul

R

Fig. 75

b e e e e e -

—_—

Dezelfde grafiek geldt ook voor fig. TlYb indien wij |I| vervangen door
|U] en R door G.

Voor de serieschakeling is arg Z(jw) = - % wanneer w = 0 en is
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arg Z(jw) = + g- wanneer w = «. De kromme van fig. 76 volgt hieruit, daar
I
arg (a') = - arg Z.
0 +

n =2

arg IT

wo

Fig. 76

m

2

Voor de parallelschakeling van fig. Tib geldt dezelfde kromme indien wij
I en U verwisselen. De twee krommen van fig. 75 en fig. 76 heten resonan-

tiekrommen. De polaire figuur van de functie % in fig. Tha kan verdienste-

. .. .. 0
lijk zijn bij het oplossen van bepaalde problemen.

. 1 . . . . ..
Hoewel de functie ——————— niet bilineair in w 1s, kunnen wij er

R + j(wL - EE)

0

een bilineaire functie van maken door de substitutie v =

€ |e

%,
w
Deze nieuwe parameter heet de verstemming. De impedantiefunctie is dan ge-

.. . w 1 _ .
lijk aan R + wOL (wo = oC MOLJ =R + JwOLV-

De polaire figuur is dus een cirkel (een complete cirkel daar v zowel
positief als negatief kan zijn). De polaire figuur is getekend in fig. 77

en het verband tussen v en w is weergegeven in fig. T8.
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I
Re (U_
o
Fig. 77 1
v=
Q
v
LuO w
E—
Fig. 78

In figuur 77 is gebruik gemaakt van een andere parameter Q die wij de

e, * . . .
kwaliteitsfactor noemen. Tot ledere fysische spoel behoort een equiva-

lente serie-weerstand t.g.v. de weerstand van de draad en t.g.v. energie-

verliezen in de magnetische kern. Wij definiéren de kwaliteit van de

# De termen kwaliteilt en kringkwaliteit worden ook voor dit
begrip gebruikt.
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W .. . .
spoel als —% , zijnde een maat voor de verhouding van de gemiddelde mag-

netische energie tot de energie die in &&n periode in warmte wordt omge-
zet (d.w.z. het product van het gemiddelde vermogen en &é&n periode).

Een oneindige Q komt overeen met een ideale spoel. De waarde van Q bij
fase-resonantie wordt aangeduid met QO.

Eveneens:tot iedere fysische condensator behoort er een equivalente gelei-
ding t.g.v. energieverliezen in het diélectricum en t.g.v. de eindige weer-

stand van de toevoerdraden en de platen.

Wij definiéren de kwaliteitsfactor als 2%en duiden de waarde van Q bij
faseresonantie met QO aan.
Wij spreken van de kwaliteit van een spoel of condensator, of de kwaliteit

van een resonantiekring (fig. Th).

In het laatste geval is de weerstand (geleiding) die in de formule van Q
verschijnt niet alleen de equivalente verlies-weerstand (geleiding) maar
de totale serieweerstand (parallelgeleiding) in de keten. Met de twee pa-
rameters QO en v kunnen wij de immittantie in de volgende alternatieve

vormen uitdrukken:

fig. Tha fig. Thb
Z =R+ jv//L = R(1+jvQ.) Y =G+ Jv /e G(1+jvaQ.)
C 0’ VL 0’
, P
s s -1 /L = 1/C
waarbi] QO =R /C . Q0 G/L'
Verder is Z = w L(l— + jv) Y is w C(i— + jv).
0 QO 07°Q,

De parameters QO en v zijn dimensieloos - wL en R hebben de dimensie van
Q- en zijn vooral nuttig bij het vergelijken van verschillende resonantie-
ketens. Men lette goed op de verschillende uitdrukkingen voor QO bij de
serie- en parallelketens. Formeel 1lijkt de Qser' de inverse van de

ie

Qparallel te zijn. De relatie is echter schijn, daar de L, C, R verschil-

lende waarden in de twee schakelingen kunnen hebben. Een hoge QO in de

serieschakeling gaat gepaard met een kleine weerstand; in de parallel-
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schakeling daarentegen gaat een hoge QO gepaard met een kleine geleiding,
d.w.z. een grote weerstand.
Wij zullen nu verder ingaan op de vorm van de resonantiekrommen. Daar-

toe bepalen wij de hoekfrequenties die overeenkomen met een waarde van |I|

gelijk aan L |I|m, waarin |I|m de maximale waarde van |I| is. Wij noemen

2
het frequentieinterval Wy - de bandbreedte. Ook de corresponderende
(wy = w,)
grootheid, uitgedrukt in Hz, __ELZ;_l— = f, - f, vordt de bandbreedte
w
genoemd (fig. T9).
II’T |I|m
1|
m
V2
w] wq wo e
Fig. 79
1] 1|
1 m
Dan geldt: T n = % 5 — = !
0| 2 |ugl [R(1 + jvay)|
Dus 1is R2(1 + v2Q02) =2 Re,
1
dww.z. v = + a— .
0
w w w w
Wij hebben dan — _ O - _ 1. en —2_—0=é—
Y9 % e Y Y2 &0
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w, 2 w w, 2 w
1 1 2 2y 1
Q (m )- 1 =0,en (w ) - (w ) Q, - 1=0.
0 0 0 0 0

Alleen de positieve wortels zijn van belang in dit probleem. Wij vinden

o T Wy ——
E(—) =3 {- 1/Qo + /1/QO + b4y, o =2 {1/Qy + /1/Qy + b},

w w

De relatieve bandbreedte 2 -1 i¢ aus é— en de absolute bandbreedte
o) 0
wO/QO. Indien Qo >> 1, dan volgt door een machtreeksontwikkeling in 1/Qo
dat w, v ow. (1 = =), wy ves (14 50).
1—="0 2QO > 2 =70 2Q0

De frequenties Wy, Wy heten, vooral bij elektronische toepassingen, de af-

snijfrequenties; de corresponderende ordinaten heten vaak de 3db-punten.

Vraag: Wat zou de oorsprong van deze benaming kunnen zijn? (zie § 3.8.6.).

. .. m
Het argument van - is gelijk aan —arctan(vQO) = i.ﬂ als w = w
0

1°
respectievelijk Wy
Deze resultaten vormen de basis van verschillende meettechnieken alsmede
de basis van selectieve elektronische schakelingen.

Figuur 80 geeft een voorbeeld van een resonantiekromme met hoge QO d.w.z.
geringe bandbreedte. De kromme is bijna symmetrisch over een groot gebied
van de mogelijke waarden van |[I].

Wanneer de krommen worden getekend met v als onafhankelijke variabele,

in plaats van w, resulteert er een symmetrische kromme over het complete

interval voor |I| en een asymmetrische kromme voor arg I. Dit komt door-
. / 2.2
dat de functie R2(1 + v QO ) ongewijzigd blijft als v door -v wordt

vervangen, terwijl arctan (vQO) van teken wisselt als v door -v wordt

vervangen.
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wo
Fig. 80

Wij kunnen ook symmetrische, resp. asymmetrische, krommen verkrijgen wan-

neer wij 1n(m/wo) als onafhankelijke variabele gebruiken. Dit is als volgt

in te zien. Met ln(w/wo) = £, is
w
v _ 0 & - 78,
w w

N
u

Verwisseling van £ en -f resulteert dan in de vervanging van v door -v,
zodat de vorige argumentatie ook in deze situatie geldig is. Figuur 81
en 82 geven enige voorbeelden van resonantie-krommen met Q als parameter.

. Uc . . .
Wij zullen nu de spanningsverhouding EE in de schakeling van fig. 83 onder-
zoeken. Hoewel deze schakeling identiek is aan die van fig. Tha, is

Uc(jm) een heel andere functie van w dan I(Jjw).

[
€
t~

+

Cil ()
o)
|
" Q
N
0]
Q
®
ct

C
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1
Uc _ - wL - wC
en arg(a—) = 5 - arctan — .
0
De resonantiekrommen zijn uit fig. 75 af te leiden als wij de functie [II

delen door wC en arg I verminderen met % (fig. 8k4).

U
£
U

Fig. 84

Het is evident dat UC(O) = 1 voor alle QO, daar bij frequentie nul (gelijk-
stroom) de impedantie van de condensator oneindig is terwijl de impedantie
van de weerstand eindig en van de zelf-inductie nul is. Het gevolg is dat
de hele bronspanning over de condensator komt te staan.

Wij moeten nu onderzoeken bij welke frequentielggl maximaal is.
9]
UO 2 0
Dan is T minimaal, zodat wij de corresponderende frequentie kunnen

(¢
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U, |2

bepalen door ﬁg te differentiéren en de afgeleide gelijk nul te stellen.
c

In plaats van deze weg te volgen zullen wij een eenvoudige algebralsche me-
thode gebruiken.

In het onderhavige geval is

u |2
=2 w'12c? + w2 (cPR
c

2

- 2LC) + 1

2 2 22

(w2Lc_(1-g%)) + 1 -(1-%)

Deze functie is minimaal wanneer de eerste kwadratische term nul is, mits
w dan reéel is.

2

w _ CR _ . 2

Dus(er =1 - 57 0 dow.z. w = wo /q — 7 > mits QQO > 1,
0 2QO

—

(Anders zou w imaginair zijn). De minimale waarde van de functie is dan

1 - (1 - ——15)2. Als 2QO2 < 1 is de functie minimaal wanneer de eerste

kwadratische term minimaal is, d.w.z. bij w = O.

U

Derhalve is |—| maximaal bij de frequentie w_ = w .
U a 0 2 0
o 2QO

Bij hoge QO verschilt wy nauwelijks van w., bij lage QO kan het verschil

O,
aanzienlijk zijn (fig. 84). De maximale waarde van

£
Yo - (1 - —57)7
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Aan de andere kant, wanneer w = w. ( de frequentie voor faseresonantie van

0
de stroom en spanning in de schakeling), is
U

C
—_ = = Q .
UO w,CR 0

Dit is een exacte relatie in tegenstelling tot de benadering van

U

c .. _
Uo g_Qo bij w = wa

Wij hebben hier het verschijnsel van spanningsversterking - d.w.z. een

uitgangsspanning die veel groter dan de ingangs(bron)spanning is - t.g.v.
de resonantie. Dit verschijnsel wordt vaak toegepast in de elektrotech-
niek.

In fig. 85 worden verschillende schakelingen aangetoond waarin resonantie

O 7 O
IR

Il Ic
L
U(::) C L
R
R
(a)

kan optreden.

I
>

o— o
(v)

Fig. 85

Om een indruk van het gedrag van de schakeling van fig. 85a te krijgen

DR <
ir construeren. De admittanttie = van deze

U

[¢1)

R T E B [P O At Ao e~V oS e
sulLlell wilJ ersuv ue polalre

schakeling is jwC + . De polaire figuur volgt door wC op te tellen

R + jwL
. Figuur 86 resulteert.
(Zie blz. 138).

.. . . . 1
b1j de ordinaat van de polaire figuur van R+ JaC
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Het is duidelijk dat wy en w, verschillend zijn en dat w, > wy Een exacte

berekening volgt:

. 2.2, 2224}
_ (1-w LC) + w CR
w L +R
wCR wlL wCR2 - wlL + w3L2C
arg Y = arctan — —5— - arctan —o = arctan ( R ).
1 - w LC

Wij kunnen de minimale waarde van |Y| bepalen door |Y| te differentiéren.
Het is echter eenvoudiger om gebruik te maken van de volgende algebraIsche
methode die bij soortgelijke problemen nuttig blijkt te zijn.

Eerst bekijken we de identiteit:

X + — = (/; - ] )2

L
Vx

+ 2 x > 0,

M=

waaruit blijkt dat de som van een getal en zijn reciprook getal minimaal
is wanneer het getal de eenheid is. Dit volgt uit het feit dat de som mi-
nimaal is wanneer de kwadratische term nul is.

Een generalisatie hiervan is de identiteit:

mx + ;%E + k (V (x+b) V - mb + k, waarin m, n, b, x > O.

Deze functie is dus minimaal wanneer de kwadratisch term nul is, d.w.z.

x = Vn/m - b en de minimale waarde van de functie is dan 2/mn - mb + k.

In het onderhavige geval hebben wij

12 = W*12c? - 2u1c + 1+ W20%R° - 22 2k, 1/1° + 2R20/L3‘

w2L2 + R2 L w2 + R2/L2

|Y

Wij kunnen dus de volgende identificaties maken:

2 2 2,2 _ ) 2.,.3 ]
" /L

w =x, C =m, =b, 1/L°” + 2R°C/L” = n, k = -2C/L.

. 2 ..
Dan 1is ]Y| minimaal wanneer



par.5.1. 137

w2 = w 2 V1 o+ 2/QO2 - woe/QO2

0

waarin w, = 1/VLC en QO = mOL/R. De minimale waarde van |Y|2 is

2C [ 2 2
w2/l - 17207 - ).

M.b.v. het binomium: (1 + x)® = 1 + nx + 3 n(n-1) x2 + ... ,met x = 2_5’
%

.. .. 2 [ 1

kunnen wij schrijven |Y| = ) (1 - —> + ... ) ~ s wanneer
LQO QO LQO
2.2 2

QO >> 1y =uwC /QO .

Dus [YIn w C/Q. = —— .
-0 0 w L

Q0 0

1
De corresponderende frequentie w, is W (/1 + 2/QO2 - 1/QO2)2

Indien QO > 10 is, is de frequentie van amplitude-resonantie praktisch

niet te onderscheiden van Wy -

De frequentie van fase-resonantie wordt gegeven door arg Y = O,
3.2

2
d.w.z. WCR - uL + wih C = 0, of

=0 2

1 1
o=(E-8)E = (15178207 v ug1- ).
L 2Q,

Deze frequentie is niet dezelfde als de frequentie van amplitude-resonan-

tie. Het verschil is ongeveer Yo

2
2QO

wat praktisch te verwaarlozen is als

> 100 is. De in deze paragraaf afgeleide formules vormen de basis van

Q
0
bepaalde meettechnieken: QO kan worden bepaald door Of de bandbreedte &f
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de admittantie biJ amplitude-resonantie te meten. De frequentie van fase-
resonantie kan bij hoge QO zeer nauwkeurig worden bepaald, mits de fase-
meter nauwkeurig is, aangezien het faseverschil tussen I en U zeer
snel met de frequentie verandert. Dit volgt uit de betrekking

3.2

N d(arg Y) _ wCR2 - wL + 3 w'L°C

dw R2 + (wCR2 - wlL + w3L20)2

R~ 2wlL/R=2q. (bij fase-

0

resonantie), welke de fractionele verandering van het argument van Y met
de frequentie aangeeft.
De admittantie van de schakeling van fig. 85b is

Y = X% + ——l—T— , welke uit de admittantie van de schakeling van fig. 85a
R+—>\‘E

kan worden afgeleid indien wij vervangen: jw door 1/jw, L door 1/C en

C door 1/L. Dit houdt in dat Jjw, wordt vervangen door 1/jmo terwijl Q

0
onveranderd blijft. WiJj vinden dan dat de frequentie van amplitude-

resonantie wordt gegeven door

o omw (V1+2/02 -1/ 0w (14 1)
a = %0 0 0 L wg ol
0
Im IT \wom
wa
w u Re I
£ R —>
w=0
UJ/
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W=l /14 2/QO2 - mOQ/QO2

0

waarin wy = 1/V1LC en Q, = wOL/R. De minimale waarde van |Y[2 is

2C 2 2
£ (/v 2/ - 12l - 1)

M.b.v. het binomium: (1 + x)n =1+ nx + 3 n(n=-1) x2 + ... ,met x = 2_5’
%
.. - 2 C 1
kunnen wij schrijven |Y| === (1 = —=+ ..... ) s wanneer
R, q "1
0 0 0
2.2,, 2
Qp >> =wC/Q, -
Dus [Y|» w.C/Q, = !
- 070 QOwOL

% 1
De corresponderende frequentie Wy is 0y (/ﬁ + 2/Q02 - 1/Q02)2

v (1 - =
QQO 0 MQO

Indien QO > 10 is, is de frequentie van amplitude-resonantie praktisch

niet te onderscheiden van Wy -

De frequentie van fase-resonantie wordt gegeven door arg Y = O,

wCR2 - wlL + w3L2C
d.w.z. R = 0, of

no
NI

1
m=(1—_R—) =w0(1—1/Q02]2:\1w0(1— F)
0

=
Q
=

Deze frequentie is niet dezelfde als de frequentie van amplitude-resonan-

tie. Het verschil is ongeveer Yo

2
2QO

wat praktisch te verwaarlozen is als

> 100 is. De in deze paragraaf afgeleide formules vormen de basis van

%

bepaalde meettechnieken: QO kan worden bepaald door Of de bandbreedte Of
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de admittantie bij amplitude-resonantie te meten. De frequentie van fase-
resonantie kan bij hoge QO zeer nauwkeurig worden bepaald, mits de fase-
meter nauwkeurig is, aangezien het faseverschil tussen I en U zeer

snel met de frequentie verandert. Dit volgt uit de betrekking

d(arg Y) _ mCR2 - wL + 3 w3Lgc
v 3120)2

= - R 2ul/R =20, (bij fase-
dw R™ + (wCR™ - oL + w”L°C

resonantie), welke de fractionele verandering van het argument van Y met
de frequentie aangeeft.
De admittantie van de schakeling van fig. 85b is

Y = X% + ——l—T— , welke uit de admittantie van de schakeling van fig. 85a
R+ —
AC

kan worden afgeleid indien wij vervangen: jw door 1/jw, L door 1/C en

C door 1/L. Dit houdt in dat jw, wordt vervangen door 1/jw0 terwijl QO

0
onveranderd blijft. Wij vinden dan dat de frequentie van amplitude-
resonantie wordt gegeven door

4 1

2 2\=3 1
L, = 0y (/1 + 2/QO - 1/QO )@ Now (1 + h)'

0
hQO
Im I T \w-* ©

we

Fig. 86
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De minimale waarde van [Y|2 is = (/1 + 2/QO2 _1/2Q02 - 1), dus dezelfde

uitdrukking als bij fig. 85a. De frequentie van fase-resonantie is

(1 +1/2Q02).

f 0

2.1
wE w, (1 - 1/Q0 ) ag_wo

1

Voor fig. 85c hebben wij Z = AL + T o

De formules voor de resonantiegrootheden volgen uit die voor fig. 85a
indien Y door Z, L door C, C door L en R door G vervangen worden. In dit
geval wordt QO gedefinieerd als wOC/G.

! L welk kan worden afge-

. _ 1
Tenslotte,voor fig. 85d geldt Z = Yo+ /X

leid uit fig. 85b op dezelfde wijze als fig. 85c¢ uit fig. 85a volgt.
Deze voorbeelden illustreren het verschil tussen amplitude- en fase-
resonantie. Indien QO voldoende groot is, is het verschil niet belang-
rijk, met uitzondering van bepaalde precisie-meettechnieken. Bij fase-
resonantie is de uitdrukking voor de immittantie meestal eenvoudiger dan
in het geval van amplitude-resonantie. Dus voor fig. 85a geldt bij fase-
resonantie:

1 . .
Y = AC + E+_Rls reeel

R . 2.2 2
= <5 5o waarin w L° + R® = L/C, zodat Y = RC/L.
w L + R

Tenslotte willen wij een benaderde relatie tussen de impedanties van de
schakelingen van fig. 85a en fig. Thb afleiden welke in de praktijk veel
voorkomt. Deze relatie is alleen geldig bij hoge Q.

Voor fig. 85a geldt

Y=jwc+m—%§=jw(}+w'
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Y v juC + 22—3—.
w L wLl

Vergelijken wij deze uitdrukking met de admittantie van de schakeling
van fig. Thb:

Y, = jwC

+ +
1 G1

2

! 1

JwL

L=1L R = w2L2G1.

dan volgt C = C1 N 100

De equivalentie van de twee schakelingen geldt alleen bij &én enkele fre-
quentie. In het bijzonder bij de resonantiefrequentie Wy is R = % G1,
en voor frequenties die weinig afwijken van w, mag dezelfde relatie wor-
den gebruikt. De fout die dan optreedt is merkbaar in arg Y maar nauwe-

lijks in |Y].

Opgave: Bewijs deze bewering aan de hand van de formules van deze para-

graaf.

Een numeriek voorbeeld wordt gelllustreerd in fig. 87.

10 mH

1L

100pF 100pf

500

(@)
______1}______

w Vv owp

Fig. 87
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5.2. Reactantie-schakelingen

In deze paragraaf zullen wij de eigenschappen van netwerken onderzoeken
die uitsluitend uit condensatoren en spoelen zijn opgebouwd. Voor deze
netwerken is de impedantie (of admittantie), gemeten tussen twee klemmen
van het netwerk, zuiver imaginair. Dit is gemakkelijk in te zien aan de
hand van beschouwingen over het complexe vermogen. Het door de bron via
de klemmen van het netwerk afgegeven actieve vermogen is nul, daar het
netwerk geen weerstanden bevat (vgl. §4.6). Wij kunnen dan stellen, ge-
bruik makende van de notatie van §4.6, dat Re {-%UbIb*} = 3 Re Z]I'2 = 0.
D.w.z. Z = jX. In het algemeen worden netwerken die geen actief vermogen
opnemen of afgeven verliesvrije of weerstandsloze netwerken genoemd.*
Voortaan zullen wij netwerken die van twee klemmen zijn voorzien - waar-
aan andere netwerken kunnen worden verbonden - tweepolen noemen. In fig.
88 zijn enkele eenvoudige voorbeelden van reactantie-tweepolen gegeven.
Voor beide schakelingen zien wij dat de reactantie een monotoon-stijgende

functie van de frequentie is. Dit is een algemeen resultaat voor reactantie-

tweepolen en is een vorm van het theorema van Foster. Wij zullen dit the-

orema nu bewijzen.
Theorema: In een reactantie-tweepool is de afgeleide van de reactantie

naar de frequentie niet-negatief. D.w.z. %% > 0.

Bewijs: Stel dat een stroombron met sinusvormige sterkte met amplitude
1A aan de klemmen is geschakeld. De frequentie kan naar believen worden

gevariéerd zonder dat de amplitude wordt veranderd.

Dan geldt, met de tekenafspraak van § L.6., U, = X Ib, en volgens het
theorema van Tellegen,

. dX _ .II 12 ax _ 1 ¥ dUb =51 ¥ dUl +5 T ¥ dUc

ddw T Il q b dw 1 1 dw o © dw °

waarin I en I sommaties over alle spoelen, respectievelijk condensatoren
1 c

*)

Zodra men buiten het gebied van constante lineaire netwerken treedt

zijn de termen verliesvrij en weerstandsloos niet equivalent.
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Z = jwL = jJX X T

Fig. 88

reactantie

netwerk

Fig. 89
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takspanningen aan de spanningswet van Kirchhoff voldoen, dan voldoen ook
de afgeleiden van de takspanningen aan dezelfde wet. Nu is

aI . . daI

. dx ¥ (. . 1 * J ] o]
== = I, + — |+ - e
Jaw - L Il (JLl 1 Jle dw ) L Ic ( 2 Ic wC  dw )
1 c mCC c
* dIl . % dIC
R R RS L el ok A
1 c c
Maar ijlIlx = - le en E%_ IC* = Uc* , zodat de termen achter de som-

matiesymbolen gelijk zijn aan

U, — - " — =1U b » wegens Tellegen,

=0’
wegens de frequentie-onafhankelijkheid van de amplitude van de bronstroom.

Wij hebben dus bewezen dat, bij een stroom-amplitude van 1A,

X W orw)=31
dw m e .

(@]

Dit is het einde van het bewijs van het theorema, maar wij kunnen verschil-
lende conclusies hieruit trekken.

1. Het gelijkteken kan alleen gelden als wm = We = 0. D.w.z. door geen
enkele spoel vloeit er een stroom en over geen enkele condensator staat

er een spanning. Deze situatie kan zich slechts voordoen bij oneindige
frequentie, en slechts dan wanneer er een geleidende weg van condensatoren
tussen de klemmen bestaat. Bij oneindige frequentie fungeren de condensa-
toren als kortsluitingen zodat de totale stroom van de bron door .deze
condensatoren vloeit zonder dat energie opgeslagen wordt.

2. Uit de beschouwingen over het complexe vermogen volgt dat indien de

stroombron amplitude 1A bedraagt,

X=ho(w -Ww).
m e
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Hieruit volgt

+
ax _ wm we
dw W - W

m e

D.w.z. de helling van de reactantie-kromme in een punt A 1s altijd groter
dan of gelijk aan de helling van de rechte die de oorsprong met A verbindt.
De gelijkheid geldt alleen als Of de magnetische 3f de elektrische energie
nul is.

Figuur 90 toont twee reactantie-tweepolen en hun bijbehorende krommen.
Wij zien dat de reactantie nul kan zijn bij bepaalde hoekfrequenties en on-
eindig bij andere frequenties. WiJj noemen deze hoekfrequenties nulpunten
respectievelijk polen van de reactantie of de impedantie. Nu is de
reactantie-functie continu behalve in de polen. Dit komt doordat een
reactantie-functie van een netwerk opgebouwd uit een eindig aantal ele-
menten een rationele functie moet zijn. De reactantie-functie is nameli jk
het resultaat van de oplossing van een eindig aantal maas- of knooppunts-
vergelijkingen, waarbi] slechts een eindig aantal vermenigvuldigingen en
optellingen aan de orde is.

Een rationele functie is altijd continu behalve als de noemer nul is.
De eigenschap van een monotoon-toenemende reactantie-kromme, te zamen met

de continuIteit, houdt in dat de nulpunten en polen alterneren, d.w.z.

elkaar afwisselen. Immers als de functie door een nulpunt gaat kan zi]
alleen toenemen bij toenemende w,totdat += wordt bereikt. Hierna volgt
een sprong naar -«, waarna de functie weer toeneemt naar nul.

Het is van belang de nulpunten en polen van een reactantie-functie
eenvoudig te kunnen bepalen, want wanneer deze waarden bekend zijn ligt
de reactantie-kromme vast op één gegeven na. Wij zullen deze laatste be-
wering hier niet bewijzen,maar wel in een ander hoofdstuk waar de hele
kwestie van polen en nulpunten in een breder verband wordt geplaatst.

De nulpunten zijn die waarden van w waarvoor geldt Z(jw) = jX(w) = 0.
Als Z = 0 dan is de spanning nul hoewel een stroom kan bestaan (U = ZI).

Een nulspanning komt overeen met kortgesloten klemmen. Als wij in de

serie-schakeling van fig. 90 de klemmen kortsluiten, dan kan er stroom
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Fig. 90

.

vloeien in de zo ontstane maas alleen als de maas-impedantie nul is.
In dit geval dus alleen als & = —— . Voor de parallelschakeling geldt
VIC

bij kortgesloten klemmen dat een stroom kan vloeien alleen als w = 0,
de stroom vloeit door de spoel en er is geen lading op de condensator.

Op dezelfde wijze zijn de polen de frequenties waarbij Z = o,
d.w.z. Y = 0. Dit komt overeen met open klemmen (stroom is nul) waartussen
een spanning kan bestaan (I = YU). Voor de serie-schakeling is dit alleen
mogelijk bij w = 0; de condensator heeft dan een vaste lading zodat er

een spanning tussen de klemmen waarneembaar is.
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Voor de parallelschakeling geldt dat een spanning tussen de klemmen waar-

neembaar is als een stroom in de gegeven maas vloeit. Dit is alleen moge-

lijk als de maas-impedantie nul is, d.w.z. w = . .

vVIC
De schakeling van fig. 91 is ingewikkelder, maar de polen en nulpunten
kunnen eenvoudig worden gevonden.
Opgave: Toon aan m.b.v. de bovengeschetste methode dat de polen zijn
L, + L
1 2

s en de nulpunten O, TL(C+C) ©, Controleer dat

b
JL.c. JL.c 1Lp(Cy*C,)

de polen en nulpunten alterneren; ga uit van L1C1 > LOCQ.

Andere parameters die biJ het construeren van reactantie-krommen
van belang kunnen zijn, zijn de hellingen bij de frequenties nul en on-
eindig. Bij freéuentie nul fungeren de condensatoren als open takken en
de spoelen als kortsluitingen. Als er een geleidende weg van spoelen tussen
de klemmen bestaat, dan vloeit de totale stroom door deze zelf-inductie.
De helling Qﬁ_(w = 0) is gelijk aan lim X . lim TE— . Bij frequenties

dw w > 0 w © > 0 Jwl

w << 1, maar w # 0, is de stroom die door iedere condensator vloeit te
verwaarlozen vergeleken met de stroom door de spoelen in de geleidende
weg van spoelen. Bij een vaste bronspanning kunnen wij dan de condensa-
toren uit de schakeling verwijderen zonder dat de stroomverdeling in de
schakeling merkbaar verandert. De equivalente zelf-inductie van het re-
sulterende spoelnetwerk is dan gelijk aan de gezochte helling, bv. in
fig. 91, L, + L,.
Is er echter geen geleidende weg van spoelen tussen de klemmen, dan komt
de hele spanning over bepaalde condensatoren te staan. Wij kunnen dan de
spoelen kortsluiten zonder de spanningsverdeling bij la-
ge frequenties merkbaar te storen. De helling van de reactantie-kromme
is natuurlijk dan oneindig, maar wi] kunnen zeggen dat de schakeling zich
dan gedraagt als de equivalente capaciteit van het condensator-netwerk
dat resulteert na kortsluiting van de spoelen; b.v. is deze equivalente

capaciteit C in de serie-schakeling van fig.90.
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Natuurlijk kan men de helling bepalen door eerst de impedantie te
berekenen en dan te differentiéren. Dit is echter zeer tijdrovend. Als

X .
de impedantie bekend is dan is de berekening lim o bijzonder eenvoudig.
w >0

De limiet is namelijk het quotient van de coé&ffici&nten van de laagste
macht van w in de teller en noemer van X, als X(0) = 0, en oneindig als
x(0) # 0.

Om de helling bij oneindige frequentie te bepalen kunnen wij gebruik
maken van de voorgaande redenering als wij overal spoel en condensator
verwisselen. Alleen moeten wij bedenken dat als een equivalente spoel re-
sulteert de helling gelijk is aan de zelf-inductie van deze spoel; als
een equivalente condensator resulteert dan is de helling nul.

Overeenkomstige resultaten voor de susceptantie kunnen worden afge-
leid. Daar X == , 1s a8 .1 dx > 0.

B dw X2 dw

Dit resultaat kan ook uit de eerste beginselen worden afgeleid als wij

in fig. 89 de stroombron vervangen door een spanningsbron. Verder blij-
ven alle voorgaande beschouwingen geldig voor B als wij overal de woorden
condensator en spoel verwisselen alsmede serie en parallel.

Deze overeenkomst wordt geIllustrcerd in fig. 92 waarvoor geldt:

7 = jwL, + + (fig. 92a)

ij; + - -+ ! (fig. 92b)
. . [ 1
JmL1 JwL2 +

<
"

. ]
Jm02
Opgave: Construeer een reactantie-tweepool met nulpunten identiek aan de
polen van de schakeling van fig. 90 en met polen identiek aan de nulpun-

ten van dezelfde schakeling, en verifieer het gevonden resultaat door

een directe berekening.
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XT
== L,
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Fig. 91
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1 ie o
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Fig. 92

5.3. Een netwerk van Zobel.

Een interessant netwerk is dat van Zobel (fig. 93a). De admittantie

hiervan is
1 1
Y=3T+R "R+ 1/2C°

. _ R 1/L AR
Indien R/L = 1/CR, dan 1s X+ R/D + 3 R/ - 1/R.
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d.w.z. de admittantie is onafhankelijk van de frequentie ondanks de aan-
wezigheid van reactieve elementen. Om deze reden heet het netwerk een
constant-weerstandsnetwerk. Voor het netwerk van fig. 93b geldt dezelfde
eigenschap, welke volgt op dezelfde manier wanneer de impedantie berekend
wordt, nl. 1/G = Z, als G/C = 1/GL. Het is mogelijk dit resultaat te gene-
1 22 worden

vervangen, zodanig dat 2122 = R2 voor alle waarden van ), dan verkrijgen wij

raliseren. Wanneer in fig. 93a de L en de C door impedanties 7

Z, + 7, + 2R
Y = LA 1 ! 2 = 1-, mits 2,0+ 2, ¢+ 2R # 0.

)
l. + +
71 R 22 R 2122 + R(Z1 + 22) + R R

Uit de beschouwingen over het complexe vermogen volgt dat ReZ1 > 0 en

ReZ2 > 0, zodat Z1 + Z2

De impedanties Z1, Z2 worden invers genoemd. Dus de impedantie Z1 heeft

+ 2R nooit nul kan zijn.

een admittantie die evenredig is aan Zg‘ Potentiéle voorbeelden zijn, be-
halve de eenvoudige zelfinductie en capaciteit, de netwerken van fig. 92g
en b, fig. Tha en b. Als toepassingsvoorbeeld, beschouwen wij het netwerk
van fig. 94, dat een frequentie-afhankeli jke spanningsdeler voorstelt -

hoewel de ingangsimpedantie R is - indien

AL, + 1/AC, + R, = RE(AC, + 1/2L, + G,),

1 1 2
2 2 2
zodat L1 =R Cg’ C1 = LQ/R N R1 =R G2.
AC A
HE B C2 + 1/ L2 + G2
= 3 T .
U1 C2 + 1/ L2 + G2 + 1/R

Netwerken met de hier genoemde eigenschappen vinden hun toepassingen in
de communicatietechniek in verband met filters en effenaars welke gebruikt

worden om bepaalde gewenste frequentiekarakteristieken te realiseren.
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Fig. 93

7.}

Fig. 9k
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6. SYMMETRISCHE DRIEFASENSYSTEMEN

6.1. Inleiding.

In de energietechniek wordt veel gebruik gemaakt van netwerken waar-
in drie spanningsbronnen voorkomen en waarvan de sterkten voldoen aan de
eisen:

a) de amplituden van de drie bronsterkten zijn gelijk.

} 3 . . 2
b) Het onderlinge faseverschil tussen de spanningen 1s §£ rad = 120°.

c) De drie bronnen hebben dezelfde frequentie.

In zo'n geval spreekt men van een symmetrisch drie-fasensysteem. Figuur
95 geeft de twee meest gebruikte wijzen van schakelen van de bronnen aan.
Zoals later zal blijken, bestaat uit praktische overwegingen een zekere

voorkeur voor de schakeling van fig. 95a.

M) o
-/

s—— ——

TR\ o s
/
a
fig. 95

In fig. 95a heten de spanningen Uq (t), Upyg (t)

(t),

> Ugg (t) de fasespanningen.

u23(t), U, (t) heten de 1ijnspanningen. In fig. 95a

De spanningen LoP

zijn de lijnspanningen en fasespanningen verschillend; in fig. 95b zijn zij
echter identiek. Overeenkomstige definities gelden voor de fasestromen en
de lijnstromen. De fasestromen zijn de stromen die door de bronnen vloeien,

terwijl de lijnstromen de stromen zijn die in de drie draden vloeien die
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de schakeling van bronnen via de drie klemmen aan andere netwerken ver-

binden.

Vraag: In welke schakeling zijn de lijn- en fasestromen a) identiek,

b) verschillend?

Uit de definitie volgt dat de drie bronsterkten kunnen worden geschre-

ven in één van de twee volgende vormen:

u1s(t) = |U| cos(wt+d), uZS(t) = |Ulcos(wt+¢J%1), u3s(t) = |U|cos(wt+¢- %1)
of
u1s(t) = |U|cos(ut+4), u2s(t) = lUlcos(wt+¢+§l), USS(t) = |U|cos(mt+¢+%£).

In het eerste geval zeggen wij dat de fasevolgorde 1 2 3 is, d.w.z. u1s
is een fase voor t.o.v. Upg ENZ. In het tweede geval is de fasevolgorde
3 2 1. Deze relaties kunnen het gemakkelijkst worden weergegeven in een

wijzerdiagram, waarbij gebruik gemaakt wordt van de complexe grootheden

- Jo _ _ . 2T _ . Ln
Upg = [Ule” = U, uyg = U exp (] 3 )> Usg = Uexp (J 37)
in het geval van de volgorde 3 2 1 (fig. 96).
3 2
2
1-2-3 ! 3 3-2-1 !
a b

o’ ~
fig. 96
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Opgaven: 1. Bepaal uit het wijzerdiagram de grootte van de amplituden van
de lijnspanningen van de schakeling van fig. 95a.

2. Bepaal uit het wijzerdiagram de som van de drie fasespanningen.

6.2. Wat is de zin van driefasensystemen?

De fasespanningen van een driefasensysteem kunnen in principe in een elek-
trische machine worden opgewekt, waarin drie gelijke vlakke wikkelingen
met constante hoeksnelheid draaien in een homogeen magnetisch veld, om een
as die in de drie vlakken van de wikkelingen ligt en die loodrecht op de
magnetische veldlijnen staat (fig. 97). Wanneer bovendien de vlakken ge-
lijke hoeken met elkaar maken, dan is het systeem symmetrisch. Hetzelfde
kan worden bereikt wanneer de drie symmetrisch opgestelde wikkelingen
stil staan en het magnetisch veld met constante hoeksnelheid draait

(fig. 98). Deze opstelling biedt praktische voordelen boven die van

fig. 97, hoewel het magnetisch veld moeilijk homogeen te maken is.

R
_—- w
m
T St
—_————.
a) -~
-_— PN /,/ \
~ S PRe ,/
———————eeree \\\ S L ’,/
p
B — ’><o,»(\
% .
B o AT fig. 97
< SOy
-_— A4 S
—_—
S T
> -
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In beide gevallen kunnen wij stellen dat de totale flux die iedere wik-
keling omvat evenredig is aan cos 6 waarin 6 de hoek is tussen de rich-
ting van het magnetisch veld en de normaal van het vlak (fig. 97) of

de as van de wikkeling (fig. 98). Bij constante hoeksnelheid variéert

de flux sinusvormig met de tijd. Hierbij moet wel worden opgemerkt dat

fig. 98 een zeer schematisch voorstelling van de werkelijkheid weergeeft.

Om juist een sinusvormige flux in de wikkelingen op te wekken is de vorm

van de poolschoenen van de magneet en de ruimtelijke ligging van de

wikkelingen van primair belang. De voordelen van een driefasensysteem
boven een enkel fasensysteem zijn aanzienlijk. Enkele hiervan zijn:

1. Besparing van ijzer in de magnetische structuren van elektrische
machines.

2. Besparing van koper bij de transmissie van energie van de elektrische
centrale naar de verbruiker.

3. De mogelijkheid m.b.v. stilstaande wikkelingen een draaiend magnetisch
veld op te wekken. Om deze reden bestaat de nu verouderde benaming
"draaistroom'systemen voor driefasensystemen.

4. De mogelijkheid om in roterende elektrische machines een constant
mechanisch koppel te verwezenlijken.

5. Een driefasenmotor kan met eenvoudigere middelen worden gestart dan
een enkelfasenmotor.

6. Bij een symmetrische belasting levert een driefasengenerator een con-
stant momenteel vermogen ondanks het feit dat de opgewekte spanningen
sinusvormig zijn.

Wij kunnen in dit college niet ingaan op de verschillende technische as-

pecten van elektrische machines en zullen ons beperken tot de theorie

van driefasennetwerken.

6.3. Vermogen

Stel dat de bronnen van een symmetrisch driefasensysteem zijn ge-
koppeld aan drie gelijke admittanties (fig. 99a). De corresponderende
stromen zijn dan

I, = YU, I, =YU,, I = YU,
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waarin Y de totale admittantie van iedere schakeling is.
Wij kunnen dan schrijven
* e—Jmt}

Jut
{U1e + U1

n
ol=

u1(t)

antJ.T
S T4

¥ _—jwty
1 1 - ’

—
ot
~
I

IT
L4

[

=} {YUTert + YU ¥ 7Yy
en het totale momentele vermogen dat door de bronnen wordt afgegeven is

dan p(t) = updy *ud, +ugisg

=1 2jwt
=& ({u,1, +U,I, + U I5) e
* *® * ¥ *® *®
+ {U1I1 + U+ UL+ UT, U3I3 + U3 13}
®_ % *_ X *_ %, =-2juwt
+ U174 UL 4 USTTTY e )
2 2 2
= + + .
Maar U,T, + U,T, + U,T, ¥(U, Uy~ + Uy )
Schrijven wij U, = a U,, U, = a U_, waarin a = eJ2ﬂ/3,
1 2 2 3
dan is U2 + U2 + U2 =021 + a2 + &%) = 1-a vl=0
an is U, 5 3 =U3 a a ) = 5 Uy =0,
1 -a
. 6 . a
aangezien a = exp (jlm) = 1.
. s s e 23 . e o -23 .
Dus is de coéfficiént van e Jut in p(t) nul. De coéfficiént van e Jut 1s
ook nul, daar deze coéfficiént het toegevoegd complexe getal van de
coéfficiént van e‘Jewt is.
. _ *® ® *®
Derhalve is p(t) = 2 Re (UTI1 + UL+ UT )

= %’Re {Y |U|2} = % |U|2 Re {Y} = const.

Het totaal geleverde momenteel vermogen is dus constant ondanks het feit
dat de spanningen sinusvormig zijn. Dit betekent dat in een elektrische

machine waarvan de wikkelingen op deze symmetrische wijze belast, res-
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pectievelijk gevoed zijn, het mechanisch koppel aan de as van de machine
in eerste benadering constant moet zijn. Immers in een ideale machine
waar de omzetting van elektrische energie in warmte te verwaarlozen is en
waarbij de opgeslagen elektromagnetische energie in de machine Of te ver-
waarlozen Of constant is, moet p(t) = TQ waarin T het mechanische koppel
is en © de constant veronderstelde hoeksnelheid is.
Deze gelijkheid is een gevolg van het principe van behoud van vermogen,
nl. wanneer geen energie wordt opgeslagen of omgezet in warmte, is het
totaal toegevoerde vermogen - mechanisch en elektrisch - nul, wanneer
voor de mechanische grootheden een overeenkomstige tekenafsprask als bij
de elektrische grootheden wordt gemaakt. Dat het mechanische koppel niet
helemaal constant is,is een gevolg van allerlei secundaire effecten die
wij hier niet genoemd hebben.

Een verdere eigenschap van de schakeling van fig. 99a is dat de som

van de stromen nul is:

3
2+U3)—YU3(1+a+a)—Y(1_a)U3—0.

Dit betekent dat als wij de bronnen aan de belasting volgens fig. 99b

2
I1 + 12 + I3

=§{(U1 +U
verbinden, de stroom in de geleider SS' nul is. D.w.z. onder de gegeven
omstandigheden kunnen wij de z.g. nulleider SS' weglaten

zonder dat de stromen in de belastingsimpedanties veranderen. Het is
evident dat bij de schakeling van fig. 99b zonder nulleider slechts
drie verbindingsgeleiders tussen de bronnen en belasting nodig zijn ter-
wijl in fig. 99a, waar hetzelfde vermogen wordt overgedragen, zes ver-
bindingsgeleiders nodig ziJjn.

Het voordeel van een symmetrisch driefasensysteem bij het transport van
elektrische energie over lange afstanden boven een enkel-fasensysteem
komt hier duidelijk tot uiting. Bij een enkel-fasensysteem, met fase-
spanning U zijn twee geleiders nodig en is het overgedragen actief ver-
mogen 2 Re Y |U|2. Met dezelfde fasenspanning en een driefasensysteem
wordt driemaal zoveel vermogen overgedragen ten koste van slechts &én

extra geleider.
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6.4. Berekening van driefasennetwerken

Voor de berekening van netwerken met drie bronnen met onderling fase-
verschillen hebben wij alle tot dusverre behandelde rekenmethoden beschik-
baar, zoals de maasmethode, knooppuntsmethode, het superpositiebeginsel,
de theorema's van Thévenin en Norton alsmede de ster-driehoektransformatie.
Daarnaast zijn vooral wijzerdiagrammen bijzonder nuttig voor het door-
gronden van de werking van zo'n schakeling. De enig nieuwe factor in de

berekeningen is het feit dat de som van de spanningsbronsterkten nul is.

Voorbeeld 1

fig. 100
Ne cert anmmhmot s van cananningahron o é
De seriecombinatie van sparn! L.Lugbbx on en de 1mpedantle ZO is het Thévenin-

vervangingsschema van een generatorwikkeling. De schakeling van figuur

100 is een vrij algemene schakeling waaruit allerlei in de praktijk
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voorkomende schakelingen kunnen worden afgeleid door bepaalde impedanties
gelijk nul (kortsluiting) of oneindig (open tak) te stellen. In deze
schakeling zijn er drie mazen en zeven knooppunten. Als wij echter het
punt O als referentie kiezen dan zijn de potentialen van de knooppunten
1, 2, 3 bekend. Verder kunnen de serieketens van ZO en Z1, Z. en Z

0 2°

ZO en 23 tot equivalente enkele takken worden teruggebracht, zodat er

dan slechts de potentiaal van S als onbekende knooppuntspotentiaal over-
blijft. Wij kiezen derhalve de knooppuntsmethode. Definiéren wij de

admittanties

= =1 = -1 =
, y2 = (zo+z2) , y3 = (z0+z3) , Y y/

dan volgt voor het knooppunt S:

(YS rY Y, Y ) U, - YU, -YU, - YU, = 0.

Bijvoorbeeld,
I, =7, (U - Ug)
) (YS Y, y3) U, - Y u, - Y3U3 ’
Yo+ Y, Y+ Y, 1

De stromen I, en I_ volgen dan door verwisseling van de indices 1 en 2

2 3
respectievelijk 1 en 3. De nulleiderstroom is YSU Indien YS =0,

hebben wij het geval van een ster-bronschakeling 22 een sterbelasting

die dan aan elkaar verbonden zijn zonder nulleider. Aan de andere kant,

als YS > » , krijgen wij het geval van een nulleider-verbinding zonder
lijnimpedantie. Andere in de praktijk belangrijke gevallen zijn die van

de driehoekbelasting (fig. 101) en die van de onsymmetrische sterbelasting,
welke volgt als een van de impedanties 21, Z2, Z, > «. Deze laatste

3

schakeling kan echter evengoed worden berekend m.b.v. de maasmethode,
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daar er slechts één maas aanwezig is. De schakeling van fig. 101 kan
worden berekend door eerst de driehoek in een ster om te zetten en dan

de resultaten van fig. 100 toe te passen. Wil men echter de stromen in de
admittanties YA, YB’ YC weten, dan is het nodig de potentialen van de
knooppunten A, B, C te berekenen, welke echter gemakkelijk volgen uit de
10 12, I3. Anders, is natuurlijk ook een
direkte berekening mogelijk m.b.v. de maasmethode (3 mazen) of de knoop-

berekening van de stromen I
puntsmethode (3 onbekende knooppuntspotentialen).

Voorbeeld 2

In deze schakeling komt een driehoek voor van de spanningsbronnen en

hun bijbehorende impedantie. Daar men in de praktijk tracht het reéle deel
van ZO zo klein mogelijk te houden om de warmteontwikkeling in de wikke-
lingen van de machine te minimaliseren, is de maasimpedantie bij zo'n

driehoekschakeling klein. Weliswaar is de totale maasspanning nul, maar
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fig. 102

als er ergens een storing in de amplitude of de fase van een van de
bronnen optreedt, kan een grote maasstroom vloeien.

Ook bij een sterk onsymmetrische belasting kunnen de bronstromen

zeer groot zijn zodat er een ontcelaatbare warmbecntwikkeling in de wikke-~
lingen van de machine plaatsvindt. Om deze reden wordt deze schakeling
bij geringe ZO niet veel toegepast.

De drie maasvergelijkingen zijn:

Uy + Uy, + U3 =0=32T,-2T +2Z1I,
- U, == 2T+ (z +Z2+ZO) + 2.1,
- Uy = - 20T, - 2,1, - (ZO+22+Z3)12
waaruit volgt
I, = _% (2 +22,+2 JUy + (2,%22,42)U,)
I, =- %— ((22 +37 +3z3)U + (32,+ O)U3)
-1, = - % ((3z2+zO)U1 + (3Z1+322+2ZO)U3),

waarin & = (22,(2,+2, +2.) + zO + 3(z1zz+z2z3+z3z1))
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In het symmetrische geval, Z, = 2, = Z, = Z, is

1 2 3
L= -(3Z+ZO)(U1+U3) ) U2
0 (3242 )2 37 + ZO
0
S R Bl
1 37 + ZO 2 37 + ZO

De stromen in de drie takken van de driehoek zijn dan

U U U

I = 2 > I-I.= = I +I.= 3
0 3Z4Z 0 71 3Z+Z, ? 02" 3242 :
Wanneer ImZO = -3 ImZ, dan is de noemer zeer klein, daar ReZO zo klein

mogelijk wordt gekozen. Het gevolg is dat dan grote stromen in alle takken
vloeien, hetgeen tot een gevaarlijke situatie kan leiden. Er is dan sprake

van resonantie tussen ZO en de serie-combinatie van de drie impedanties.

Een andere mogelijkheid om grote stromen in de takken te krijgen is het

geval dat Z_ klein is en l—-+ l~'+ 1. 0. Dan is A 3_220 (Z1+Z2+Z3)’

0 Z1 Z2 Z3

d.w.z. klein, terwijl de tellers van I,, I_ eindig zijn. Het gevolg is

12 72
grote takstromen.

6.5. Uitgewerkte voorbeelden met wijzerdiagrammen
1

Voorbeeld

fig. 103



Par.6.5. 163

Gevraagd wordt van dit probleem het wijzerdiagram van spanning en stroom

te tekenen. Wij zullen dit doen voor de twee mogelijke fasevolgorden.

Fasevolgorde 123

De bronnen vormen een symmetrisch driefasen-stelsel Waarvan het spannings-
diagram gegeven is in fig. 10L.

3 T
S
I2
2 1
fig. 104
Uit het schema volgt: I1 =1 U12 en 12 =1 U23.
Voor de bepaling van 13 gaan we uit van
= ] d =1 -]
Uig (1+J)I3, us, I, 2U13(1 J)
m
=1 = —
IIBI =3 /5[U13| en arg 13 = arg U13 -7 -
Dit leidt, met U]h =1 I3,tot de volgende figuren:
3
/L
L

v /s
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Het complete wijzerdiagram van de spanningen en het wijzerdiagram van de

belasting-takstromen volgen hieruit.

3
In
T
o 3
I
2 1 2

De lijnstromen kunnen worden gevonden door vectorische optelling van de

belastingstromen. Voor de duidelijkheid van het diagram is dit hier

niet gebeurd.

Fasevolgorde 321

Wij bepalen volgens dezelfde procedure als hiervoor de wijzerdiagrammen.

Dit levert op 12
2
N
S
3 1

e
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Ga na dat deze diagrammen juist zijn.

Opmerking: Wij stellen vast dat de spanning UhS in beide gevallen onder

meer een geheel andere modulus heeft. Bij fasevolgorde 123 is

= (1 4 =
terwijl bij fasevolgorde 321
= (1 _
IUhSl = (5 - 2/3_.)|U13| ~ 0,21 lU13‘.

In het eerste geval is IUhSl bijna vier maal zo groot als in het tweede
geval.
Conclusie: Wij kunnen met een asymmetrische belasting, de fasevolgorde
van een driefasensysteem vaststellen.
Voorbeeld 2: de bepaling van de ligging van het sterpunt van een asym-
metrische sterbelasting.

5

fig. 105

Er geldt: U1

n
I
[PY
]
1
n
—

2

U

|
n
—
|
w
H

23 2
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U, = -JI

15 1

2U23 + SU12

Hieruit volgt U1 =

23 ~ 12 _ T
S 5 + 63 N

In het wijzerdiagram van spanningen kan men de teller T construeren.

Na het tekenen van de noemer N in een hulpfiguur komt men via moduli en

argumenten tot de spanning U1q waarmee het punt g vastligt.

arg(N)

5

s 3 5 hulpfiguur
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ITI = 87 (opgemeten) indien |U12] = [U23[ = |U31‘ = 20,
In| = 17,8
% = 11,2

Na de constructie van U,. wordt de wijzer evenwijdig aan zichzelf ver-

18
plaatst tot de punten 1 samenvallen.

6.6. Slotopmerkingen

Behalve symmetrische driefasensystemen zijn ook symmetrische n-fasensy-
stemen mogelijk, waarbij de amplituden van de bronsterkten gelijk zijn
en het faseverschil tussen &&n fase en de daarop volgende fase %1 be-
draagt.

Opgave: Toon aan dat de som van de spanningen nul is. Toon ook aan dat
de sinusvormige component in de som van de kwadraten van de spanningen
(reéle functies van de tijd) nul is.

Dergelijke systemen met n # 3 komen zelden in de praktijk voor. Bij hoge
waarden van n wordt de constructie van de machines ingewikkeld en is de be-
sparing van koper en ijzer t.o.v. een driefasensysteem met dezelfde
vermogenscapaciteit bijzonder gering. Is n even, dan heeft iedere bron-
spanning een tegenhanger die 180° in fase verschoven is. Als de bronnen

in ster worden geschakeld dan zijn 3 n van de lijnspanningen gelijk nul.

Het systeem is als het ware de superpositie van twee symmetrische 3 n -

fasensystemen die elkaars spiegelbeeld zijn.

+

e N N

fig. 106
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Zo'n feitelijk dubbele uitvoering is zelden zinvol. Een bijzonder geval
is wanneer n = L. Twee van de fasen worden weggelaten en er blijven twee
fasen over met een faseverschil van 900. Met zo'n systeem is het mogelijk
een draaiend magnetisch veld op te wekken. Zo'n systeem wordt vaak toe-
gepast bij elektrische motoren van gering vermogen (bv. < 0,5 kW). De
voeding is van een enkele fase; de tweede fase wordt verkregen m.b.v. een
condensator. Zo'n systeem heet een twee-fasensysteem maar is niet symme-
trisch.
Vraag: Als de effectieve fasespanning 220 V bedraagt, hoe groot is de
amplitude van de lijnspanning bij een symmetrisch driefasensysteem?
Met het ocog op de veiligheid denk aan deze waarde als U met drie-

fasensystemen werkt!
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HOOFDSTUK VII : TRANSFORMATOREN

7.1. Inleiding.

Tot dusverre hebben wij gewerkt met de elementen weerstand, condensator,
spoel, sapnningsbron en stroombron. Deze elementen werden geabstraheerd
door idealisering van bepaalde fysische verschijnselen. Wij zullen nu
nader ingaan op de wisselwerking tussen stromen en magnetische velden en
hieruit een nieuw element afleiden. WiJj hebben reeds bij de invoering
van de spoel iets over deze elektromagnetische werking besproken. Het
gaat nu vooral om wat er gebeurt als er meer dan een stroom in de omge-

ving van hetzelfde magnetische veld vloeit.

T.1.1. Magnetische velden

Iedere stroom geeft aanleiding tot een magnetisch veld dat zich door de

hele ruimte uitbreidt. De sterkte van zo'n veld is evenredig aan de stroom-
sterkte en afhankelijk van de geometrische configuratie van de wikkelingen
waardoor de stroom vloeit. Is er meer dan een stroom, dan geeft iedere
stroom aanleiding tot een magnetisch veld met de hierboven beschreven ei-
genschappen. Het totale magnetische veld is dan de superpositie van al de
magnetische velden die door de stromen afzonderlijk worden veroorzaakt. De
veldsterkte van @it totale veld van de stromen is de vectorische som van de
sterkten van de deelvelden. Deze veldsterkte wordt aangeduid met het symbool

H (een vector).

Dit H-veld beInvloedt het gedrag van magnetische materialen, waarin
het H-veld aanwezig is door verschuivingen en heroriénteringen van de
atomaire stromen in het magnetisch materiaal. Ieder van deze atomaire
stromen veroorzaakt een magnetisch veld. Microscopisch bekeken (op ato-
mair niveau) vinden wij een nieuw totaal H-veld t.g.v. de atomaire stro-
men en de macroscopische stromen in de wikkelingen. Wanneer wij dit veld
op macroscopisch niveau bekijken (dus in wezen een soort gemiddeld totaal
veld over een groot aantal atomen) dan nemen wij het z.g. B-veld of het
magnetisch- inductie- of het flux-dichtheidveld waar. Op praktische gronden

wordt in het Giorgistelsel het B-veld niet in dezelfde eenheden uitge-
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drukt als het H-veld. Nu is het verband tussen het H-veld en het B-veld
in het algemeen niet-lineair. Dit houdt in dat als een H-veld met sterkte §1

een B-veld met sterkte B, veroorzaakt, en een veld H, een veld B, veroor-

1 2 2
zaakt, dan, bij gelijktijdig optreden van de twee velden, is H = E4 + H,

maar is B # gq + EQ‘ Bij geschikt gekozen magnetische materialen en bij2
geschikt gekozen werkgebied van de karakteristieken is het mogelijk in
eerste benadering een lineaire karakteristiek te verkrijgen, zodat B = uH,
waarin u een constante is.

De door een wikkeling omvatte flux is de integraal van de normaal-
component van B over een oppervlak dat door de wikkeling begrensd is.
Wij schrijven ¢ = // B 1l dA, waarin fi de eenheidsvector loodrecht op
het oppervlak A is en zo gericht dat de positieve richting van de omtrek
van A rechts om de vector @ is gericht.

Met deze summiere gegevens wordt de student herinnerd aan dat deel
van de electriciteitsleer dat bij de behandeling van de stof van dit

hoofdstuk als nodige fysische achtergrond geldt.

T.1.2. Wederzijdse inducties

In iedere wikkeling is de spanning die door verandering in de flux op-

dé

treedt gelijk aan u = at

§ 3.9.2.
Wij bekijken het geval dat de flux in een wikkeling ontstaat t.g.v.

, waarbij uitgegaan wordt van de tekenafspraken van

twee stromen in twee aparte wikkelingen. Wanneer het magnetisch medium

lineair is, kunnen wij voor de twee wikkelingen schrijven (fig. 107):

d¢1

_9% a B . ) .
WS g T (g tbp)s e T Ly 4o T b s
d¢
_ %% _a o o
U =gt T @ (9py o) by T Lopis s dpp T Loy ins
_L dj__'l.'.L Eg

zodat u1 =L T 12 at °
d11 dl2

= _ + T .
u, = Loy gp o
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Hierin komt tot uitdrukking dat de flux die door iedere wikkeling wordt

omvat de superpositie van twee fluxen is, waarvan ieder evenredig is aan
een stroom. Deze evenredigheidsrelatie is onafhankelijk van de aanwezig-
heid van de andere stroom. Wij veronderstellen dat de onderlinge ligging

van de wikkelingen niet verandert in de tijd. De grootheden

Lij (i, j = 1,2) zijn dan constanten.

e T N
1 1 i2 2
+ O——’—-— < °+
- qr
q >
. p il .,
1 <‘ >
q
- O "‘D °1- -0 -
1 2"
N\ J
fig. 107

Wij noemen de constanten L11 en L22 coéfficiénten van zelf-inductie,

of kortweg zelf-inductie. Als i, = O, dan vloeit er slechts é&n stroom.

2
Wij zijn dan terug in de situatie van § 3.9.2. waar wij met de eenvoudige

spoel te maken hebben. De constanten L12 en L21 noemen wij de coéfficiénten

van wederzijdse inductie, of kortweg wederzijdse inductie . Zij worden

evenals de zelf-inductie in henry uitgedrukt.

Wanneer twee wikkelingen op deze manier in wisselwerking met het-
zelfde magnetisch veld staan, dan spreken wij van gekoppelde spoelen.
oorden magnetisch medium of mag-
netisch materiaal ruim worden geinterpreteerd. Wij verstaan hieronder
een medium waarin een magnetisch veld kan bestaan en van sterkte of

richting kan veranderen. Hieronder vallen dus lucht en het vaculim. Wan-
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neer de verhouding u]/uo >> 1, waarin My de verhouding B/H in een materi-

aal, en u_ de verhouding B/H in vacuo is, dan spreekt men van ferromagne-

tisme vanohet materiaal. Gekoppelde spoelen worden vaak gewikkeld op ferro-
magnetische kernen. Andere materialen worden echter ook gebruikt - vooral
voor toepassingen bij hoge frequenties - waarvan de u nauwelijks verschilt
van de u van het vaculnm.

Wanneer het magnetisch medium niet-lineair is zullen functionele relaties
tussen de omvatte fluxen 9, en b, enerzijds en de stromen anderzijds be-—
staan. In vele — maar lang niet alle — gevallen mogen wij schrijven

by = 6p (g Tg)y by = 05 (igy Tp).

d¢1 9, di] 3¢1 d%Z

Dan geldt: u; S g < 3—7/7 Tt ‘5’1"—2‘ TE
LA AN
“eTdr T, & T W, d&

De partiéle differentiaalcoéfficiénten zijn in het algemeen functies van
il en i2. Deze vergelijkingen vormen het uitgangspunt voor de studie

van verscheidene magnetische versterkers, magnetische transductors en
parametrische versterkers. Bij dergelijke studies spelen speciale eigen-

schappen van de materialen een belangrijke rol.

7.2. Energie-relaties

Wij zullen nu aan de hand van beschouwingen over de magnetische energie
van twee gekoppelde spoelen relaties tussen de inductie-coéfficiénten af-
leiden. Allereerst merken wij op dat in overeenstemming met §3.9.3.,
onder de voorwaarden van de daar gemaakte tekenafspraken, L11 en L22 po-
sitief zijn. Wanneer i2 = 0, of i1 = 0, hebben wij met een enkele spoel
te maken.

Verder is de energie, die aan zo'n stelsel spoelen in het tijdsinterval

(t1, t,.) wordt toegevoerd, gelijk aan

2
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ts
w = f (u111 + u212)dt
t
'
t di ai ai ai
e ) 1 ) 2 ) 1 . 2
‘{ (L)1, Tt w tloylaaw tloolo 3 ) at
1
t di di
1 ) 1 ) 2
= _— ¢ _—
1{ Loy g * Lo g ) at +
1
t di di t di
P 2 1 2 . 1
LTy FE i, g ) at { ((Lyy - Tp)i, ) at
1 1
t t
oy .2 . 24" .. 2
LI (P S o I TR TP C T S B
t t
1 1
t di
2 ) 1
+ [(L21 L,) i, dt) at.
t
.
(1.2.1.)
W1ij zullen nu bewijzen dat L12 = L21. Stel dat L12 < L21. WiJ verbinden

nu twee stroombronnen aan de klemmen 1,1', respectievelijk 2,2' (fig.

107), zodat i1 = cos t, i2 = sin t. Dan zijn i, en i2 begrensde groot-
heden zodat de termen buiten de integraal in verg. 7.2.1. begrensd zijn.

De integraal-term echter is

2 . 2
- { ((L21 - L12) sin“t ) dt

. t
- L12) sin 2t t?

= -3 (Ly, = L)t -t

;
21 = Lo )+ i (L

1 21

Als t2 + o, is deze term onbegrensd negatief. Dat betekent dat wij met

deze opstelling een onbeperkte hoeveelheid energie uit de gekoppelde spoe -

len kunnen onttrekken. Zo'n situatie is in strijd met alle fysische ervaring,
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zodat wij moeten concluderen dat de veronderstelde relatie L21 > Lo

vals is.

Indien L12 - L21 > 0, dan klezen wi] 1, = sin t, i,

is dat de integraalterm onbegrensd negatief wordt als t

= cos t. Het gevolg
- + o, zodat er
weer een tegenspraak met de fysische ervaring ontstaat. De conclusie is
dus L12 = L21.

Vaak schrijft men M in plaats van L12 en L1, L2 in plaats van L11

respectieveli jk L22. Als wij nu afspreken dat het nulniveau van de mag-
netische energie overeenkomt met die toestand waarbi]j beide stromen nul
zijn - evenals dit in het geval van de enkelvoudige spoel gebeurd is -

dan is de energie gelijk aan

w =3 {Li’ +1.i°

n 11 plp * Miyi ).

Indien L1 # 0, is

W =

M
m L

(W, + 7—1—i2)2 + (L, _‘3—1) i

Ve

Het is een experimenteel feit dat de energie zoals deze hier gedefinieerd
is nooit negatief kan zijn. D.w.z. gekoppelde spoelen kunnen energie op -
slaan, maar kunnen nooit een netto energie leveren als in een fysisch pro-

ces uitgegaan wordt van een begintoestand waarin beide stromen nul zijn.

q en i2. Dit is slechts mo-

gelijk als geen van beide termen negatief is. Hiervoor is nodig en vol-
doende, dat
2

LL, - M > 0. (1.2.2.)

Indien L1 = 0, maar L2 # 0, dan vervangen wiJj de indices 1 en 2 in deze

afleiding. Als L1 = L2 = 0, dan moet M = 0 zijn. In alle gevallen is dus

de relatie (7.2.2.) nodig en voldoende voor het niet-negatief zijn van L

Wij kunnen dus stellen dat L 0 voor alle i

T.3. Gekoppelde spoelen .

Bezien van het netwerktheoretisch standpunt, definiéren wij een systeem
van twee(ideale)gekoppelde spoelen als een twee-klemmenpaarnetwerk, waar-

van de spanningen en stromen aan ieder klemmenpaar aan de volgende rela-
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ties voldoen:

di di

1 2
U, =L, oo+ M—
1 1 at a
(7.3.1.)
di i
1 2
u =Mg i

waarbij, indien de positieve stroom-richtingen en spanningspolariteiten

volgens fig. 108 worden gekozen,

M2 > 0.

0 -
L,, >0en L11L22

11

M 2

fig. 108

Hieruit volgt dat L,, > 0, zodat deze voorwaarde niet expliciet behoeft

22
te worden vermeld. Het symbool voor ideale gekoppelde spoelen wordt in
fig. 108 gegeven. Zoals gebruikelijk in de netwerktheorie laten wij het

woord ideal weg als het begrip eenmaal is vastgelegd.
Voortaan zullen wij het woord poort gebruiken in plaats van klemmen-

paar. Essentigel bij een poort is de voorwaarde dat de toevloeiende stroom
van buiten het netwerk naar de ene klem gelijk is aan de afvloeiende
stroom van de andere klem naar buiten. Deze voorwaarde heet de poort-
voorwaarde; hieraan wordt automatisch voldaan door gekoppelde spoelen.

Bij niet ideale gekoppelde spoelen - d.w.z. reéle fysische appa-
raten - komen naast de zuiver magnetische werking ook de effekten van
omzetting van elektrische energie in warmte voor, t.g.v. de weerstand

van de bedrading en verliezen in de magnetisch kern, alsmede capaci=
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tieve effecten t.g.v. het naast elkaar liggen van de wikkelingen en de
niet-lineaire effecten van de magnetische kern. Men kan vervangings-
schema's opstellen, bestaande uit de ideale elementen, waarmee het mo-
gelijk is rekening te houden met alle significante lineaire effecten.
Op deze voor de elektrotechniek belangrijke aspecten gaan wij in dit
college niet verder in maar beperken ons tot de nulde-ordebenadering

van ideale gekoppelde spoelen.

7.4. Het teken van M; tekenafspraken

Uit het voorgaande blijkt dat op grond van energiebeschouwingen het niet
mogelijk is enige conclusie aan het teken van M te verbinden. Dit wordt

ook duidelijk als wij naar fig. 108 kijken. Keren wij de positieve stroom-
richting en de positieve spanningspolariteit van poért 2 om, dan worden

u, en i, door -u, en -i_ in verg. (7.3.1.) vervangen. Er volgen

2 2 2 2
de vergelijkingen:

. dl1 y dl2
YT M TN a
di di

1 2

= M — + —c

U = Mgt h oo
di di
zodat het teken van de coéfficiént van a£~‘in de eerste en EE—’in de

tweede vergelijking afhankelijk is van de onderlinge oriéntatie van de
poorten. De fysische achtergrond hiervan wordt in fig. 109 toegelicht.
In fig. 109a zijn de twee wikkelingen zo gewikkeld dat wanneer de poort-
stromen in de voor hen als positief afgesproken richtingen vloeien,
beide stromen het vensteroppervlak van de kern snijden in dezelfde rich-
ting. Volgens de wetten van de elektriciteitsleer geven de stromen aan-
leiding tot een flux in de kern die rechts om de stroomrichting is ge-
richt. De twee deelfluxen t.g.v. de stromen tellen op zodat de totale
door wikkeling 1 omvatte flux ¢, groter is dan iedere deelflux ¢11,

¢, a8lleen. Het gevolg is dat in de spanningsvergelijkingen de coéffi-

ciénten van de afgeleiden van de stromen allemaal positief zijn.
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( ) (
1 s 5 L W i,
+ O~ -0 + + O—— 5*‘
u S D . D
1 u
C D 2 ! C ) 2
-0 o - - O—— —0_
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\— J 7
a b.
fig. 109

1! 2! 1! 2!

fig. 110
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In fig. 109b daarentegen, zijn de positieve stroomrichtingen zo gekozen
dat wanneer de stromen in deze richtingen vloeien het vensteroppervlak
van de kern in tegenovergestelde richtingen door de stromen wordt gesne-
den. De totale flux in de kern is dan gelijk aan het verschil van de twee
deelfluxen. Hierdoor komen M-coéfficiénten in de spanningsvergelijkingen
voorzien van een negatief voorteken voor..

Om in een netwerkschema aan te geven met welk voorteken de M in de
vergelijkingen moet worden voorzien maakt men gebruik van de aanduidingen
van fig. 110. In fig. 110a worden de vergelijkingen opgesteld met een
plus-voorteken en in fig. 110b met een min-voorteken. Hierbij is het
essentiéel dat men zich aan de in deze figuur aangegeven tekenafspraak
voor positieve spanningspolariteit en stroomrichting van iedere poort
houdt. Figuur 110c geeft een aanduiding aan die equivalent is aan fig.
110a; fig. 110d is equivalent aan fig. 110b.

Men lette goed op dat met de hier gegeven interpretatie niets wordt
gezegd over de vraag of M zelf een positieve of negatieve grootheid is.
De situatie is analoog aan die van § 1.5. waar wij de plus- en mintekens
hebben gebruikt om b.v. bij een spanningsbron de positieve polariteit
aan te geven; niets wordt gezegd over de vraag of de bronsterkte UO een
positieve of negatieve grootheid is of niet. Echter wanneer men met een
fysisch apparaat, b.v. een accu, te maken heeft dan duiden de plus- en de
mintekens aan welke klem de hogere en welke de lagere potentiaal heeft.
Het zou nodeloos ingewikkeld zijn de plus- en mintekens om te keren en
te zeggen dat de spanning van zo'naccub.v. -6 V bedraagt. De afspraken
m.b.t. positieve polariteit en richting zijn zinvol en bovendien nodig
wanneer wij met algebraische grootheden moeten werken, waar b.v. in een
bepaald probleem niet van te voren bekend is of een grootheid UO positief
of negatief is.

Eveneens met gekoppelde spoelen: in een netwerkschema waarbij er ge-
werkt wordt met algebraIsche symbolen houden wij ons aan de afspraken
van fig. 110. Hebben wij echter te maken met gekoppelde spoelen als
fysisch apparaat waarvan de wikkelingen geheel ingesloten zijn en al-

leen de klemmen uitwendig te bereiken zijn, dan geeft men op het appa-
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raat zelf met twee stippen aan het equivalent van de schema's van fig.
110 onder de uitdrukkelijke afspraak dat de wederzijdse inductie een po-
sitieve grootheid is. Ook hier zou het een nodeloze complicatie zijn om de
stippen anders op te stellen en dan te vermelden dat M gelijk is aan b.v.
-10 mH.

In dit college beperken wij ons tot netwerken, dus houden wij ons
aan de afspraken van fig. 110. Natuurlijk is het mogelijk een andere po-
sitieve richting of polariteit voor iedere poort af te spreken.

Keren wij b.v. de positieve stroomrichting van poort 1 om zonder de
positieve spanningspolariteit te veranderen, dan wordt i, overal in de

vergelijkingen vervangen door‘—i1.In een netwerk is het ;eestal het vei-
ligste uit te gaan van de afspraken en aanduidingen van fig. 110a of b,
de standaardvergelijkingen op te schrijven,dan met eventuele vervanging
van sommige variabelen door hun negatieve de juiste vergelijkingen voor

anders afgesproken positieve richting of polariteit af te leiden.

7.5. Koppeling en lek (spreiding). |

Wanneer twee spoelen zodanig worden opgesteld dat het magnetisch veld van
de ene spoel niet merkbaar is in de omgeving van de andere spoel, is er
geen sprake van gekoppelde spoelen. De twee spoelen zijn volledig ont-
koppeld. Tussen een situatie waarin er wel koppeling en een situatie waarin
volledige ontkoppeling tussen twee spoelen bestaat zullen zich andere
situaties van min of meer zwakke koppeling voordoen. De vraag rijst hoe
wij deze verschillende graden van koppeling kunnen aangeven en wat de
fysische interpretatie hiervan is.

Het is duidelijk dat de graad van koppeling iets met de parameter
M te maken zal hebben; wij weten tenminste dat als M nul is de koppeling

ook nul is. Een geschikte maat voor de koppeling blijkt de parameter

M .. .. .
k= —i—l— te ziJn, welke wij de koppelingsfactor noemen.

Lyl

Het volgt uit § 7.3. dat 0 < k < 1.

Om de fysische betekenis van k te vinden gaan wij uit van de ietwat



par.7.5. 180

geldealiseerde situatie van fig. 111a:

¢, by
T = )

C ’

_‘!3
b A
©-
o
————]
-C 1A
3

/

J/

fr

fig. 111 b.

Twee wikkelingen zijn door een ferromagnetische kern gekoppeld. Wij
noemen de ene wikkeling de primaire en de andere de secundaire wikkeling.
Wij veronderstellen dat alle magnetische flux zich in de kern bevindt.

Zoals is aangegeven bestaat de flux in de kern uit vier delen die wi]

¢a, ¢b, ¢c, ¢d noemen.

De door de primaire stroom veroorzaakte flux bestaat uit twee delen, nl.
een deel ¢a dat wel en een deel ¢b dat niet door de secundaire wikkeling
wordt omvat. Eveneens bestaat de door de secundaire stroom veroorzaakte
flux uit een deel ¢d dat wel en een deel ¢c dat niet door de primaire
wikkeling wordt omvat. Wij kunnen dan schrijven, met inachtneming van

de afspraken voor positieve richtingen van fig. 111:

Lty = ¢4y

= n1(¢a+¢b)’ Mi, = ¢., = -n
Mi, = ¢ =-n_ ¢ R L.i, = ¢ = n2(¢c+¢d),

waarin n, het aantal windingen van de primaire en n_ het aantal windingen

1 2
van de secundaire wikkeling is. Dan is
2 ¢ ¢
2 _ M a'd e
kK = = , mits 1.1, # 0.
+ 172
L,L, (¢ 46, ) (6 +o.)
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. .. 2 . .
Hieruit blijkt duidelijk waarom k < 1. De fluxen ¢a en ¢b die afkomstig

zijn van dezelfde stroom moeten gelijke tekens hebben, zodat

lo+o, | > Lo | en o o, > [l

De flux ¢b + ¢C, die niet door beide wikkelingen wordt omvat, heet de
lekflux of spreidingsflux. Fen maat voor de graad van lekkage is de lek-

o Pabo * Bpd. 4oy
factor - 9 =1 -k = .

(¢a+¢b)(¢c+¢d)
Als ¢ = 0, dan is ¢a¢c + ¢b¢c + ¢b¢d =0, d.w.z. ¢c(¢a+¢b) + ¢b¢d = 0.

Maar ¢c en ¢d zowel als ¢a en ¢b hebben gelijke tekens, zodat de enige
mogelijkheid is ¢y = ¢, = 0. Een  lekfactor nul komt inderdaad over-
een met geen lekflux. In zo'n geval zeggen wij dat de spoelen volmaakt

gekoppeld zijn. Dan is

M
Ly

i B I |
4 L, 7

Vraag: Blijkbaar is M negatief. Waarom? Hoe kan men een positieve M bij

volmaakt gekoppelde spoelen krijgen?

Zo'n situatie wordt nooit in de praktijk bereikt, maar kan heel dicht

worden benaderd; een lekfactor van 0,01 of kleiner behoort tot de
fysische mogelijkheden.

Als ¢ = 1, dan is k2 = 0, zodat M = 0. De spoelen zijn volledig ontkop-

peld en ¢a = ¢d = 0.

Figuur 111b laat enige mogelijke fluxlijnen zien als de kern niet ferro-
magnetisch is. Wij kunnen niet meer schrijven ¢11 = n1(¢a+¢d) enz. daar
niet elke winding van een wikkeling dezelfde flux omvat. De algemene
conclusies over lek en koppeling blijven echter geldig.

Fluxiigjnen vormen gesloten krommen. Een gevolg hiervan is dat in een
magnetische structuur zoals de kern van fig. 111 de fluxen in de verschil-
lende benen van de kern aan dezelfde wet beantwoorden als elektrische

stromen in een netwerk, nl. de stroomwet van Kirchhoff. Dit feit komt
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tot uiting bij het gebruik van de fluxen ¢a’ ¢b, ¢c’ ¢d die op maasstro—
men lijken. Er bestaat ook een analogon van de spanningswet van Kirchhoff:

=JH.ad
waarin deze lignintegraal langs een gesloten weg wordt berekend die een
totale stroom I omvat. Daar
B en ¢ = [[B. 7 dA,

18 het mogelijk een netwerktheorie van de magnetische struktuur op te
bouven die precies analoog is aan de theorie der elektrische netwerken.
Hierin speelt I in de magnetische netwerken dezelfde rol als de span—
ningsbronsterkte U, in de elektrische netwerken. Voor nadere toelich-

ting over deze begrippen zij verwezen naar de colleges "elektriciteit'.

7.6. Het begrip transformator

Wanneer gekoppelde spoelen worden gebruikt in de elektrotechniek
om een bepaald doel zoals spanningsverhoging te realiseren, spreekt men
van een transformator. Als men over gekoppelde spoelen spreekt dan denkt
men in eerste instantie aan het verschijnsel van de wederzijdse inductie
en de daarmede samenhangende eigenschappen. Een transformator daarentegen
is een apparaat dat speciaal voor een technisch doel is geconstrueerd.
De dimensionering van de transformator hangt van het doel af. Bijvoor-
beeld, als alle stromen en spanningen sinusvormig zijn, dan kunnen wi]j
met de gebruikelijke notatie van complexe grootheden schrijven:

U, = Jul, I, + juMI,

U2 = JwMI1 + JwLQIZ‘

Schakelt men een spanningsbron aan poort 1 dan krijgt men een spanning

aan poort 2 bij open poort (12 =0):
U2 = %— U1 . Door M en L1 geschikt te kiezen kan elke gewenste

spanning, binnen brede grenzen, worden gerealiseerd, uitgaande van een

gegeven bronsterkte. Of men kan een stroombron aan poort 1 schakelen
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en bij kortgesloten secundaire (U2 = 0) een stroom I, = EM I, realiseren.
1
Naast deze eigenschappen van spannings- of stroomtransformatie, heeft

de transformatie de eigenschap van galvanische isolatie. D.w.z. er is

geen elektrische verbinding tussen de wikkelingen, zodat het mogelijk is
om grote potentiaalverschillen tussen een primaire klem en een secundaire
klem te hebben zonder dat de werking als transformator merkbaar wordt ge-
stoord. Hiervan maakt men gebruik in de isolerende transformator, waarbi]
0.a. een niet geaard apparaat kan worden gevoed uit een fase van een drie-
fasensysteem met geaarde nulleider. Hierdoor kan bij een isolatiefout in
het apparaat de massa van het apparaat in verbinding komen te staan met
de secundaire van de transformator, zonder dat een persoon die het appa-
raat en de grond met een lichaamsdeel aanraakt, hierdoor in gevaar komt.
Een bijzondere - en goedkope vorm van transformator is de autotrans-
formator. Deze bestaat uit een enkele wikkeling met variabel te kiezen

aftakpunten (fig. 112).

in
UUU

[l
[N

fig. 112
Het voordeel is dat de spanningstransformatieverhouding gevariéerd kan
worden door het aftakpunt te variéren. Een nadeel (bij sommige toepas-
singen) is echter dat de wikkelingen niet galvanisch gescheiden zijn.

Vraag: Wat is het teken van M bij de afspraken van fig. 1127
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Een bijzondere vorm van autotransformator is de z.g. "varige". Trans-
formatoren met een gemeenschappelijke klem, zoals de autotransformator

zijn equivalent aan het schema van fig. 113.

L.-M L -M

fig. 113

Opgave: Toon de juistheid van deze bewering aan.

Men moet wel bedenken dat het schema in eerste instantie een reken-
schema is; er is geen garantie dat alle zelf-inducties positief zijn. Dit
maakt voor het berekenen van netwerken met zo'n schema als onderdeel
niets uit, maar betekent wel dat het in vele gevallen onmogelijk is zo'n
schema te bouwen met fysische spoelen. Wij kunnen echter aantonen dat
hoogstens &&n van de zelf-inducties negatief is. Als M < 0, dan is

L1 -M>0en L2 - M > 0. Als L1 - M< 0, dan is M > L1 > 0. Daar k2 <1

moet dan M < L,, zodat L, = M > 0. Op dezelfde wijze als L

2
dan is L1 - M> 0.

-M< o0,

2 2

Opgave: Bewijs dat bij volmaakte koppeling &&n van de zelf-inducties

negatief moet zijn.

T.7T. Voorbeelden van netwerken met transformatoren

De maas-vergelijkingen zijn

- (M + =) T (fig. 114)

u, = (R + JoL, + 1/jwC) I 7o) T

1
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. 1 . 1
= - + — + + — +
0 (JuM SuC ) I, (JwL2 TuC Z) 12

De spanningsoverdracht H(jw) = U volgt dan met U2 = ZI2.

fig. 114

Een tweede voorbeeld

A
i

ol&~ o ol
+
UC) Ly Ly D =
- 2 Tx 3 °

> ——
fig. 115
De maasvergelijkingen zijn:
U = A(L1+Lh) I, - AMI, + NI,
0 = -\MI + (RMAL,)I, - RI4

1

ANI - RI, + (R+AL3) I

o
1]

3,
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welke op de gebruikelijke wijze kunner worden opgelost.

Een derde voorbeeld:
1 1H
t
+ O—— /_\

»e K

- ‘\\" 2H
1H ¥

- u + fig. 116

De vergelijkingen voor dit stelsel gekoppelde spoelen zijn

U1 = AI1 - AIQ - AI3
= - +

U2 XI1 + 2%12 XI3

U3 = -AI1 + AIZ + 3l13

In dit laatste voorbeeld zijn er drie wikkelingen die onderling magnetisch
gekoppeld zijn. Zo'n transformator is te realiseren door drie wikkelingen
aan te brengen op een kern zoals in fig. 107 of fig. 111. Voor iedere
wederzijdse inductie is er een apart tekenpaar in het schema aangebracht.
De juiste voortekens van de wederzijdse inducties kunnen nader be-
paald worden door iedere stroom beurtelings gelijk nul te stellen en de

vergelijkingen van de drie resulterende twee-wikkelingstransformatoren

D
3
b}
D
3
2

te bepalen. De vergelijkingen van het complete netwerk worden dan ge-
vonden door de (literale) codfficiénten van de complete vergelijkingen,

bij het beurtelings nul stellen van de stromen,met de coéfficiénten
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van het eerst gevonden stelsel vergelijkingen te vergelijken. Met enige

routine kan men deze formele stappen overslaan.

In het geval van n gekoppelde spoelen krijgt men n vergelijkingen:

d, di, di,
up S Llygge tlhigge tor t L 3

dzl diz di
ug = Llor g *tlogge toor tlo 3

dzl dzz di

Door alle stromen behalve ik en iZ gelijk nul te stellen, kunnen wij net
als in § 7.2. aantonen dat elke hoofdonderdeterminant in de matrix van

coéfficiénten niet-negatief is. Dus

L,, >0, |L L L L L

112 11 2|, 11 12 13
Lig Lg Lig Igg Log| 2 05 enz.
Lz Lag  Igs

7.8. De ideale transformator

Volmaakte koppeling tussen spoelen is een geldealiseerde situatie die
zeer goed benaderd kan worden maar nooit exact te realiseren is met fy-

sische spoelen en magnetische kernen. Voor zo'n stelsel geldt

u =

2

aangezien M2 = L1L2. Wij gaan nu een stap verder met de idealisering en
laten L1 + o, Een oneindige L1 is natuurlijk nooit zodanig te realiseren

dat magnetische koppeling tussen de spoelen blijft bestaan, maar het is

wel mogelijk zo'n hoge L, te realiseren dat de fout die gemaakt wordt

1

door L1 oneindig te laten worden te verwaarlozen is - althans in vele
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praktische situaties. Wij kunnen dit proces van L1 > o terwijl

L1L2 = M2 het gemakkelijkst voorstellen door te veronderstellen dat

p > ®. Zoals wij in § 7.1. vermeld hebben is [u dt « ¢ « B = yH « yi,

Mo *
zodat L, « p. Als u - =, blijft — = — constant.
1 L1 n,
u di1 M di2
.. * . : > —_— = = — 4+ = —
WiJ kunnen dan schrijven: lim L1 0 it L1 i
L]—»oo
Wij hebben dan de volgende twee vergelijkingen:
4 (i, +ni.) = 0, zodat i, + ni,. = K en u_. = nu
dt 1 2 ’ 1 2 2 12
"2 M
waarin n = — = EE Uit deze gegevens is de integratie-constante niet

1 1
te bepalen. Wij onderzoeken eerst het speciale geval dat de constante nul
is. Dan definiéren de vergelijkingen

= 1 -+ 1 =
u2 nu, , 1, n12 0,

een nieuw tweepoortelement dat wij de ideale transformator noemen.

Laten wij goed nagaan wat dit betekent. De vijf soorten netwerkele-
menten waarmee wij tot dusverre gewerkt hebben, hebben de volgende
eigenschappen. Zij zijn alle gekarakteriseerd door een parameter:

UO, I, R, L, C. Geen element is equivalent aan een combinatie van de

O’
andere elementen. WiJj hebben dit niet bewezen maar na enig nadenken
zal het wel heel goed aannemelijk zijn dat het onmogelijk is een verge-

lijking zoals u = L%% te krijgen uit een stelsel vergelijkingen vun de

vorm U = Ri, i=¢C %%‘ of u, 1 is constant. Bovendien is het nauwe-

lijks voorstelbaar dat wij de elementen konden samenstellen uit andere
nog eenvoudige geldealiseerde apparaten met dezelfde algemene eigenschap-
pen. Bijvoorbeeld, het lijkt essentiel dat ieder element wordt geka-
rakteriseerd door tenminste é&n parameter. Alleen de kortsluiting (u = 0)

en de open tak (i = 0) worden gekarakteriseerd door een vergelijking
zonder parameter. __ ___ ___ _
#¥) Het symbool = betekent: is evenredig aan.
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In dit licht bezien is de ideale transformator zoals gedefinieerd
een acceptabel netwerkelement terwijl een stelsel gekoppelde spoelen met
drie parameters of een stelsel volmaakt gekoppelde spoelen met twee pa-
rameters geen netverkelement in deze betekenis kan zijn. Ook van een
ander standpunt bezien is het aantrekkelijk de ideale transformator als
netwerkelement te beschouwen. De vergelijkingen geven weer twee van de
meest nuttige eigenschappen van transformatoren voor de elektrotechniek,
nl. de eigenschap van spannings- en stroomtransformatie, maar nu zonder
beperking van open- respectievelijk kort-gesloten secundaire. De galva-
nische isolatie geldt ook voor de ideale transformator daar deze eigen-
schap niet verandert als p -+ «. Dit als abstract begrip ingevoerde ele-
ment vat samen het doel dat wij in een bepaald deel van de elektrotechniek
willen bereiken. In werkelijkheid bereiken wij het doel niet helemaal
t.g.v. de fysische eigenschappen van de spoelen. De afwijking van het
doel beschouwen wij als een parasitair effect dat zo klein mogelijk moet
worden gehouden. Hiermede komt meer tot uiting een essentiéel verschil
in benadering en denkwijze tussen de techniek waar het doel voorop staat
en de zuivere wetenschap - in dit geval de fysica - waar het verschijnsel
als studieobject vocrop staat.

Met het invoeren van de ideale transformator als abstract object af-
geleid uit de idealisering van bepaalde fysische verschijnselen is onze
taak niet compleet. Wij moeten nog onderzoeken of m.b.v. dit nieuwe element
de bekende verschijnselen kunnen worden aangegeven. Eerst moeten wij een

symbool voor de ideale transformator hebben (fig. 117a).

fig. 117a fig. 117b



par.T7.8. 190

Men lette goed op de essentiéel verschillende wijzen van tekenen van de
ideale transformator en gekoppelde spoelen.

Wij kunnen nu de kwestie van de integratie-constante opnemen. Als
deze niet nul is dan voldoet het vervangingsschema van fig. 117b aan de
vergelijkingen. De constante stelt niets anders dan een stroombron voor.

Tenslotte moeten wij nagaan hoe een stelsel gekoppelde spoelen kan
worden vervangen door een ideale transformator en gewone spoelen. Daar-
toe herhalen wij de stappen van de afleiding van de ideale transformator

in omgekeerde volgorde. Als de spoelen volmaakt gekoppeld zijn, dan is

. o1 _
1, + n12 = L1 fu1 it , u, = nu,.

De eerste vergelijking zegt dat een bepaalde stroom i1 + ni2 door een

spoel met zelf-inductie L1 moet vloeien en dat een spanning u, resul-

teert. Deze spanning wordt dan getransformeerd naar U, Het is niet
moeilijk in te zien dat deze werking moet overeenkomen met het schema

van fig. 118a.

1 ni2 i

+

fig. 1184 fig. 118b

De volgende stap is de lekflux in rekening te brengen. De stroomvergelijking

blijft ongewijzigd; de spanningsvergelijking wordt

i di
_ 1 2
L ENF Y
2 di di
M MYy T2 _ _2
=T u*t Ly -7 ) g =nu t L0 &
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Het schema van fig. 118b resulteert. Wij noemen de zelf-inducties in dit

schema als volgt: L, heet de primaire magnetiserings-inductie en 0L2

heet de secundaire iekinductie.

Hierdoor is aangetoond dat de ideale transformator het enig nieuwe
element is dat wij nodig hebben om vervangingsschema's op te stellen die
de verschijnselen weergeven die bij twee gekoppelde spoelen optreden.
Het kan worden aangetoond - maar wij zullen dat hier niet doen - dat ook
bij n gekoppelde spoelen deze ideale transformator het enig benodigde
nieuwe netwerkelement is.

Het maakt het geheel begrijpelijker wanneer wi]j een eenvoudige ana-

logie kunnen vinden. Het mechanische analogon van de ideale transforma-

tor is de ideale hefboom (fig. 119).

fig. 119

De figuur toont een ideale hefboom die oneindig stijf en licht is. Dan is

bij een beweging met eindige hoekversnelling het netto koppel gelijk
1

nul. Dus 1
F1l1 = F212, of F2 = 12 F2
l'l
en J'c1/l1 = -x2/12 = w, zodat X, + I; X, = 0.

Hierin zijn F1, F2 de opgelegde

krachten en Xys X de codrdinaten van de aangrijpingspunten van F1 en F2.

2
Deze vergelijkingen zijn van precies dezelfde vorm als die van de ideale
transformator als wij de volgende analogieén stellen:kracht <> spanning,
snelheid <« stroom. In beide gevallen is het produkt van de gelijksoortige

grootheden (beide mechanisch of beide elektrisch)het vermogen.
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Met dit model kunnen wij ook rekening houden met de integratie-constante.
Hiertoe is het nodig de hele hefboom met een constante verticale snel-
heid te laten bewegen. De constante komt dan overeen met (1 + n) io
waarin io de snelheid van het steunpunt van de hefboom is. Als de hef-
boom niet oneindig- licht is moet het traagheidsmoment in de bewegings-
vergelijkingen voorkomen. Wij vinden dat de lekinductie overeenkomt met

J/l2
Het is echter niet mogelijk een eenvoudig analogon van de magnetiserings-

2 waarin J ‘het traagheidsmoment van de hefboom om het steunpunt is.
inductie aan te geven.

7.9. Nadere eigenschappen van de ideale transformator

Eén van de meest opvallende eigenschappen van de ideale transfor-
mator, in tegenstelling tot de andere elementen, is het feit dat de

ideale transformator niet-energetisch is. Dit wil zeggen dat de ideale

transformator geen energie in zichzelf kan opnemen. Dit komt doordat het
toegevoegde vermogen identiek nul is:

u1i1 + u2i2 = u1(—ni2) + nu1i2 = 0.
Alle vermogen dat de primaire poort opneemt moet worden afgegeven door
de secundaire poort. Een niet-ideale transformator kan wel energie
dissiperen in de draadweerstand en de kern en ook energie opslaan in de
magnetiserings—- en lekinductie.
Opgaven: Hoe liggen de energie-relaties bij de ideale en de niet-ideale
hefboom?
Kan een ideale transformator een gelijkstroom of spanning transformeren?
Beschrijf aan de hand van het vervangingsschema van fig. 118 de werking
van gekoppelde spoelen bij frequentie nul.

Een andere belangrijke eigenschap van de ideale transformator is die

van impedantietransformatie (fig. 120).
Wanneer de secundaire poort van een ideale transformator wordt afgesloten
met een impedantie Z, dan wordt er aan de primaire poort een impedantie
n2Z waargenomen, waarin n de windingsverhouding van de primaire t.o.v.

.. 2
de secundaire is. Wij hebben U1 =nU, = -nZI, = n ZI1.
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Deze mogelijkheid om het impedantieniveau van een gegeven impedantie te
veranderen wordt vask gebruikt in de elektronica en de communicatietech-

niek.

Het resultaat kan in twee richtingen worden uitgebreid zoals wordt

aangegeven in fig. 121.

n:1
[
Il
—» |2
2
n 2
fig. 120
+ 11 n:1 Iz +
5 [ J ®
n z
e U1 UE
b.
1 T2 o+
e
Uz
d.

fig. 121
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Voor de schakeling van fig. 121a geldt:

2 ZIz)

nI_ + I, =0.

Voor fig. 121b. geldt: U.l = nZZI1 + nU2 = —nZ12 + nU2

nI] + 12 = 0,
zodat deze tweepoortnetwerken equivalent zijn. Dit betekent dat, als er
uitsluitend metingen aan de poorten worden verricht, het niet mogelijk
is een onderscheid tussen de twee netwerken te maken; zij hebben identieke
poortvergelijkingen.
Opgaven: Toon de equivalentie van de tweepoortnetwerken van fig. 121c en
d aan.
Leid m.b.v. deze schema's de equivalente vervangingsschema's van fig.
122 voor twee gekoppelde spoelen af.

De ideale transformator is van grote theoretische betekenis in de

meer geavanceerde delen van de netwerktheorie. In combinatie met andere
elementen kunnen talloze equivalente schakelingen worden afgeleid die
bij het ontwerpen van schakelingen waar op practische gronden niet elke
gewenste waarde van een element verkrijgbaar is, bijzonder nuttige
alternatieven kunnen bieden. Deze equivalenties wor-
den weergegeven in fig. 123.
Opgave: Reken deze schema's na door de grootheden IT/U1 (U, = 0),
1,/U, (U, = 0), I,/U, (U
U2/12 (1 0), U2/I1 (1
drukken.

2

5 = 0) bij equivalentie b en U1/I1 (I2 =0),

2

1 = 0) bij equivalentie ¢ in y en n uit te
Vraag: Waarom is het voldoende voor het bepalen van de equivalentie

van de tweepoortnetwerken rekening te houden met slechts drie stroom-
spanningsverhoudingen? Zijn de drie vermelde grootheden onafhankelijk?
Aanwijzing: Ga uit van de definiérende vergelijkingen van twee gekop-
pelde spoelen. De equivalenties van fig. 123b en c heten Norton-transfor-
maties. Figuur 1245 laat zien hoe deze transformaties toegepast kunnen

worden.. In fig. 12Lc wordt het
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eindresultaat aangegeven. Het aantal elementen is groter dan bij het
eerste schema en de ideale transformatoren die in feite als rekenhulp-
middel zijn gebruikt zijn uit het eindschema verdwenen. De omvorming
van de gegeven schakeling vindt haar toepassing op het ontwerpen van
filterschakelingen voor de communicatietechniek. Met een geschikte
keuze van de parameter n heeft de ontwerper meestal voldoende vrijheid

om praktische waarden voor de elementen te krijgen.

(o]

fig. 122
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1:n n: o o 0
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fig. 123

T7.10. Aanpassing bij passieve netwerken

Een passief netwerk is een netwerk dat niet meer energie door de poorten
naar buiten kan leveren dan reeds door de poorten is ontvangen. Voorbeel-
den van passieve netwerken zijn de éénpoortnetwerken, bestaande uit de
enkele elementen weerstand, condensator, spoel of het tweepoortnetwerk

de ideale transformator. De bronnen daarentegen zijn voorbeelden van ac-
tieve netwerken. Wij beperken onze beschouwingen tot een éénpoortnetwerk.
Indien alle stromen en spanningen exponentiéle functies van de tijd zijn,
dan heeft het netwerk volgens Thévenin of Norton een equivalent, waarin
de bronsterkten en immittanties functies van jw zijn (fig. 125).

Als een weerstand R, respectievelijk geleiding G, aan de poort wordt ver-

bonden is het aan de weerstand geleverde complexe vermogen



par.T7.10.

197

n

Q
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’I /1I a.
C,/n C./n
% C1;= 1 Ca Cb “2L Cc —_— ¢ —_— n_;l C2
o— -0
. I | o
" C1ﬁ1 I C2/n
C, === C, == n°L = 3;—1— c,
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o— —0
- 1-n fig. 124 = 1=
Ca =72 & C. > Co
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C. =¢C /n2 C =C +C_+¢C
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Ro*aXy
>+ =0 4+ ©
I I
+ U
U R IO G.+jB
0 U 0"%
—0 - © —o0 - ©
a. fig. 125 b.
1 (2 2
1 ¥ EIUO’ R fig. 1 ¥ _ 1 lIO | G fig.
§=20U0 = > 5 (oga) of 20U =14 > 2 Cosy)
(R+RO) + X, (G+GO) + By

Het is duidelijk dat Re(UT™) > 0. Indien het teken > geldt, levert het
netwerk voortdurend energie aan de weerstand. Het netwerk kan dus slechts

passief zijn als het gelijkteken geldt, d.w.z. U. = 0, respectievelijk

0
I, = 0.
In dat geval geldt: U = —(RO + jXO)I, respectievelijk I = —(GO + jBO)U
2P = Re(UI®) = -Re ((Ry+ixy))T %) = R, |1|2, respectievelijk
-Re ((G. - jB.) U U¥)= -G lu|®.
0 0 0
Dus is P negatief indien RO of GO > 0 is. D.w.z., alleen als RO, GO <0

is, zou het netwerk voortdurend energie aan uitwendig verbonden netwer-
ken kunnen leveren, wat in strijd is met de passiviteitsvoorwaarde.

Dus voor een immittantie geldt: 3 Re(UI™) = 3 ReZ]II2 = P. Het volgt uit

§ 4.6. dat het reéle deel van een immittantie opgebouwd uit weerstanden,
condensatoren en spoelen niet negatief kan zijn. Als het netwerk ook
ideale transformatoren bevat is hun bijdrage tot de Tellegen-som

ZUI*, identiek nul, zodat ReZ > 0 geldig blijft voor deze klasse
t
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netwerken.
De conclusie is dan dat bij de sinusvormige stromen en spanningen
het Thévenin- of Norton-equivalent van een passief &én-poortnetwerk een

impedantie R (w) + jXO(w) of een admittantie Go(m) + jB.(w)is, waarin

0

Ro(0)s Go(w) > 0.

0

Een probleem dat zich in de elektrotechniek vaak voordoet is het
volgende: Een gegeven één-poortnetwerk dat energiebronnen bevat, moet
aan een te kiezen passief netwerk verbonden worden zodat het door het
passieve netwerk opgenomen vermogen maximaal is. Wij geven de oplossing
voor &én enkele frequentie. (In het algemeen is het een zeer moeilijk
probleem een passief netwerk zodanig te bepalen dat het opgenomen ver-
mogen binnen een gegeven frequentieband maximaal is.)

In overeenstemming met fig. 125, met R en G vervangen door respec-

tievelijk R + jX en G + jB, is het overgedragen complexe vermogen

. 2 . 2
(R+jX) IU ‘ (G-3B) |1 I
1 ¥ _ 1 0 . .. 1 0
2 UI" =3 5 > respectievelijk 3 5 5
+ (B+
(R+R0) + (X+XO) (G+Go) (B BO)
2
N R[U, %, _ G}Iol2
Dus Re(UI") = 5 respectievelijk > 5
(R+RO) + (x+x0) (G+GO) + (B+BO)

Aangezien R, G > 0O, maar X, B willekeurig gekozen kunnen worden, is het

reéle vermogen maximaal wanneer

(R+R )2 (G+G0)2
X = -XO , B = —BO , Ro en —¢ minimaal ziJjn,
2
(R-R,)° (6-G,)
d.w.z. dat —p—— * hRO, ——64——— + hGO minimaal moeten zijn,

dus R = RO, respectievelijk G = GO

en Re(UT¥) = |UO|2/hR0 respectievelijk IIOIQ/hGO.

Het maximaal beschikbare vermogen is dan IUOIQ/BRO, respectievelijk

|1012/8G0. Onder deze omstandigheden wordt gesproken over de aanpassing
van de passieve belasting aan de inwendige immittantie van het energie
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leverende netwerk. De optimale belasting Z. is dan Z*, resp. Y.= e,
Men spreekt dan van vermogensaanpassing . 0 1 ©

Soms is de belasting gegeven terwijl men toch de maximale vermogens-
overdracht wil verwezenlijken.In zo'n geval kan de ideale transformator

zeer nuttig worden toegepast.

1:n

fig. 126

In fig. 126 zien wij de belasting gecombineerd met een compenserende
reactantie (susceptantie), zodat het deelnetwerk rechts van de stippel-
1ijn vervangen mag worden door een impedantie

n2(21+ch) respectievelijk admittantie n2(Yl+ch).

Ox respectievelijk Yox dan wordt de vermo-

gensoverdracht naar het netwerk rechts van de stippellijn maximaal.

Indien deze gelijk is aan Z

Aangezien het opgenomen actieve vermogen voor een transformator en voor
een reactantie (susceptantie) nul is, wordt het totale vermogen in de

belasting gedissipeerd. De voorwaarden zijn dus

2 2
= = . - = + R - =
1/n% = R /Ry = G,/Gy; Xo = n (X #X )3 By =n

2
o (

+
B, Bc).
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Een reéle transformator met te verwaarlozen dissipatie in de wikkelingen
en de kern, mag vervangen worden door één van de schakelingen van fig.
122, waarbij de zelfinducties door algemene reactanties moeten worden
vervangen. (Hierbij houdt men rekening met zowel de capacitieve als de
inductieve effecten in de transformator.) Deze reactanties kunnen worden
gecombineerd met de belastingsimmittantie op een overeenkomstige wijze
als hierboven; hieruit kunnen dan de aanpassingsvoorwaarden worden afge-
leid.

Voorbeeld:

Gevraagd: Ontwerp een twee-poortnetwerk waarmede het mogelijk is de twee

onderstaande schakelingen aan elkaar te passen bij 1kHz,(zie fig. 127).

Eerste oplossing: de norton-admittantie van de linkerschakeling in

l‘+j6,3 x1o'8 S.

De admittantie van de belasting is:

10”

2-J2L2 = 2R2 - 4 = 1.26x 107 ’
R +w L w L

- 31,6 x 10 ° 8.

Wij kunnen nu de transformatorverhouding bepalen als 1:n waarin

n=—uL _2r
/
/5x10+ 5

= 2,8.

De compenserende susceptantie die aan de belasting moet worden bijge-
voegd is zodanig dat de som van de argumenten van de admittantie aan
weerszijden van de transformator nul moet zijn. Dit leidt tot

BC = 1,6 x 10_3 S, zodat de corresponderende capaciteit 0,25 uF bedraagt.

Tweede oplossing:

In plaats van een parallelsusceptantie als compenserend element te
gebruiken kunnen wij aanpassing bereiken m.b.v. een seriereactantie. In
dit geval is het gemakkelijker met impedanties te werken. De Thévenin-

impedantie aan de primaire zijde is

G +w C G

Aan de secundaire zijde hebben wij Z = 5 + j200m + jXC Q.
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10kQ
< o
100mH
— 10pF
50
©  o—
 ——
100m
> TOPF=F =T= 250 oF
50
10kQ 5.1
——E:—-—,

L
125pF
100mH
> 10pF — T
5Q

fig. 127
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10h
De transformatie-verhouding is dan VAL L5. De compenserende reactan-

5

tie 1s zodanig dat de som van de argumenten van de impedanties nul moet

> F bedraagt. Tenslotte kan deze capaciteit naar de primaire zij-
b om

de worden getransformeerd (fig. 127c).

Andere oplossingen zijn ook mogelijk als wij meer ingewikkelde com-
penserende reactantie-schakelingen bedenken. De tweede oplossing die
hier gegeven is zou praktisch moeilijker in fysiche vorm te realiseren
zijn vanwege de grote windingverhouding. In beide gevallen is de invloed
van de 10 pF-condensator te verwaarlozen zodat het schema hierdoor ver-

eenvoudigd kan worden.
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8. ALGEMENE PERIODIEKE VERSCHIJNSELEN EN REEKSEN VAN FOURIER

8.1. Inleiding

In de voorgaande hoofdstukken hebben wij ons steeds bezig gehouden
met elektrische grootheden die hetzij constant, hetzi] sinusvormig of
exponentiéel met de tijd variéren. In de natuurkunde in het algemeen en
in de elektrotechniek in het bijzonder komen andere verschijnselen vaak
voor die op een heel andere manier met de tijd veranderen, zoals in fig.
128 wordt weergegeven.

De hier afgebeelde functies zijn periodiek,

d.wez. £(t) = £(t+T), (1)
waarbi] T de periode is. Het is evident dat als f(t) = f(t+T), dan is

ook f(t) = f(t+mT), waarin m een geheel getal is. Wij defini&ren T als

het kortste tijdsinterval, dat aan de identiteit (8.1) voldoet.

WiJ hebben het begrip periodieke functie reeds ingevoerd bij de studie van
sinusvormige verschijnselen; een sinusfunctie is dan gewoon een speciale
periodieke functie.

Het eerste probleem dat wi] biJ het werken met periodieke functies tegen-
komen is het vinden van een geschikte wiskundige vorm, waaronder wi] het
hele begrip periodieke functie kunnen vatten en hierdoor een effectieve
rekenwijze opbouwen. Gezien de ervaring die wij met sinusfuncties reeds
opgedaan hebben,lijkt het wel zinvol eerst na te gaan welke functies wij
met sinusfuncties kunnen samenstellen.

Een functie zoals

a sin wt + b sin (E%E) (2)

is volgens de definitie periodiek. De termen afzonderlijk hebben pcrioden

T1 = 2& , respectievelijk T2 = gi%, maar de periode van de som is

= = - énm
T = nT1 = mT2 "

Alleen na zo'n tijdsinterval herhalen beide termen zich, zodat T inderdaad
het kortste tijdsinterval is dat aan (8.1) voldoet.
Wij kunnen dus stellen dat als de verhouding tussen de perioden van

twee sinusfuncties rationeel is, dan is de som van de twee sinusfuncties
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eiv) |

T o
a
e(t)]
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f(t)T
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io

Fig. 128
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een periodieke functie. Als de verhouding echter niet rationeel is, dan
is de som-functie niet periodiek, maar is wat men noemt een bijna-perio-
dieke functie. Om dit in te zien beschouwen wij een rij rationele benade-
ringen tot de niet-rationele verhouding tussen de perioden. Hoe beter de be-
nadering tot het getal, hoe groter zijn de gehele getallen m en n. Het ge-
volg is dat de periode naar het oneindige nadert, als % het niet-rationele
getal benadert. In de limiet wordt de "periode" oneindig; er is echter dan
geen sprake van een periodieke functie.

Uit deze overwegingen komen wij dan tot de volgende functionele vorm

als (voorlopig) de meest algemene vorm van een periodieke functie:

- . . . . -
g(t) h + h151n(wt+¢1) hgsln(2wt+¢2) + ...+ hN51n(Nwt+¢N)

N
= ¥ h sin(nwt + ¢ _),of, aangezien

o n n

sin(nwt+¢n) = sin nwt cos¢)n + cos nwt sin ¢n’

= + + + ...+
g(t) a, + a,cos wt + a, cos 2wt ay cos Nut (3)
+ b1 sinwt + b2 sin 2wt + ... + bN sin Nuwt,
waarin alle coéfficiénten reéel zijn.
Zo'n functie is duidelijk periodiek met periode T = 2& .

Bovendien is het evident dat elke eindige som van sinusfuncties met perio-
den die in rationele verhouding staan, in deze vorm kan worden geschreven

door w geschikt te kiezen. Zo'n reeks heet een (eindige) reeks van Fourier.

Door zijn onderzoekingen aan warmtegeleiding is Fourier (1768-1830) tot de
studie van dergelijke reeksen gekomen. ¥)

Het is niet nodig dat alle termen aanwezig zijn; sommige coéfficiénten a,»
bn kunnen nul zijn.

Vraag: Hoe volgt de vorm (8.2) uit (8.3)7?

De verschillende termen in zo'm reeks worden harmonischen genoemd. De n‘ie
harmonische is a cos nwt + bn sin nwt met n = 0, ..., N. De eerste harmo-

nische wordt ook de grondterm, of in een acoustische context de grondtoon

genoemd. Dan heet w de grond(hoek) frequentie, ook indien a, =b, = 0.

#*
) Veel eerder in 1753 had Daniel Bernoulll met dergelijke reeksen gewerkt
in verband met trillende snaren.
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Zo'n functionele voorstelling van een fysisch verschijnsel is rekenkun-
dig zeer aantrekkelijk, daar het verschijnsel kan worden opgevat als de
superpositie van een aantal sinusvormige verschijnselen, die ieder apart
m.b.v. de complexe rekenwijze berekend kunnen worden.

Voorlopig laten wij in het midden of er aan N beperkingen opgelegd
moeten worden. Om echter een indruk te vormen van de mogelijkheden van

zo'n reeks bekijken wij het voorbeeld van fig. 129.

:

~ A

WW

g(t)I

L

f(t)I

fig.129
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s % sin 3wt en % sin 5Swt.

In fig. 129b is de som van deze drie functies getekend waardoor de functie

In fig. 129a zijn getekend de functies sin wt

f(t) van fig. 129c vrij goed is benaderd. De benadering kan nog verbeterd

worden door verdere oneven harmonischen aan de som toe te voegen:

sin Twt

1 Wt

—~l|—=

% sin 9wt. Wij vinden dat als meer termen
toegevoegd, de rimpel steeds kleiner wordt en de overgang van positieve
naar negatieve waarden steeds steiler. Het blijft echter een benadering;
de functie wordt nooit exact door zo'n reeks weergegeven. Aan de hand van
dit voorbeeld blijkt dat het zeker de moeite waard is de wiskundige eigen-

schappen van fourierreeksen nader te onderzoeken.

8.2. Vermogensrelaties

Wij zullen de eerste eigenschappen in samenhang met een elektrotech-
nische interpretatie onderzoeken. Stel dat een stroom met sterkte i(t) in
een weerstand van 1 Q vloeit, waarbi]

i =a + + ...+

i(t) a +a, cos ut ay cos Nut (1)

1

+ b1 sin wt + ... + bN sin Nuwt.

[N

Daar cos nwt = (e'mmt + e_Jnum) en sin nwt = —

kunnen wij i(t) schrijven in de vorm

waarin de . in het algememen complex zijn.

Maar i(t) is een reéle functie, zodat i(t) = (i(t))x.

N
D.w.z. & ¢

-y -N

. N .
eant =3 ¢ xe—gnum i
n
de . . .
De n harmonische in deze reeks 1is

jnwt -J * -jnwt
N Jowt c ¥e™d + c
n -n n -n

o ernum.

Vergelijken wij deze uitdrukkingen met (8.4) dan volgt
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a =c *c_ = e to s n # 0,

a =c¢

() o

= (e _ ¥

b = (e —c_ ) =jlc_"-c ™), n # 0.
zodat c = c_. n# 0, (6)
en & =2Re(c ), b = -2Im(c ), n # 0. (1)
en c = %(an+jbn). (8)

Wij zullen nu het vermogen berekenen, dat gemiddeld over een periode in de

weerstand wordt gedissipeerd.

< p(t) > = % /(a2 at
0
N . N .
= % fT (Z creert Z cSerwt) dt
0 -N -N
N N .
= % fT (z = crcseJ<r+s)wt) dt =
0 -N -N
NN .
= % Iz fT cr.cse‘](1.+s)‘ljt dt (9)
-N -N O

In deze dubbele sommatie komen termen voor die ontstaan door een willekeu-
rige term uit de reeks (8.5) te vermenigvuldigen met een andere (of dezelf-

de) willekeurige term uit dezelfde reeks. Op deze wijze ontstaat de typeren-

ert. erwt

de term c.cee , waarin r, s willekeurige gehele getallen tussen

(of inclusief) -N en +N zijn. De dubbele sommatie duidt aan dat alle moge-

lijke termen van deze vorm opgeteld moeten worden.

Nu is fTej(r+s)wt dt = 2m/w

1 ej(r+s)wt
0 (r+s)w

= 0(r+s # 0)
0

T (r+s = 0).
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Het gevolg is dat alle termen in de reeks nul zijn behalve in het geval dat

r = -s. Het volgt uit (8.9) en 8.6) dat

N N 5
<p(t) >= L ec c_, = T Icrl
-N -N
N
=c 2421 |c |2
o r
1
N
2 4 e, 2.2
=a +: % (an +b ). (10)

Wij kunnen dan stellen dat de gemiddelde waarde over een periode van het
kwadraat van een eindige fourierreeks gelijk is aan de som van de kwadra-
ten van de moduli van de complexe coéfficiénten co of is gelijk aan

de som van de kwadraten van de effektieve waarden van de harmonischen.

[In de nde harmonische, a  cos wt + bn sin wt, is de amplitude gelijk
2 2 . . .. 7 2 2
aan va ot b, enis de effectieve waarde gelijk aan /5(an o ).)

Fysisch betekent dit resultaat dat het gemiddelde in de weerstand

gediésipeerde vermogen gelijk is aan de som van de gemiddelde vermogens

van iedere harmonische stroom, berekend alsof de andere harmonischenniet

aanwezig waren. In het algemeen, zoals wij eerder gezien hebben, geldt het
superpositiebeginsel voor het vermogen niet, daar het vermogen geen line-
aire functie van de variabelen stroom en spanning is. Echter in dit bij-
zondere geval van harmonische sfromen,’geldt het superpositiebeginsel

voor het gemiddelde vermogen.

ave: Gegeven de takstroom en de takspanning

. N
i(t) =3 ¢ Ineant respectievelijk u(t) = 3 I Ue

-N -N

Jnwt

Leid af een formule analoog aan (8.10), die het gemiddelde van het in de tak
gedissipeerde vermogen weergeeften vergelijk het resultaat met de formu-

les van 8§k4.6.

Wanneer alle stromen en spanningen in een netwerk van de vorm
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N . N .
L Ineant, respectievelijk I Uneant zijn, kunnen wij afleiden dat
-N -N
de complexe stromen In en spanningen Un (n=-N, ...N) aan de wetten van

Kirchhoff voldoen. Duiden wij de grootheden aan die bij tak b behoren met
de index b, dan is de vergelijking

N
I I I
b n=-N

egnmt

ban z 0 - waarin b wordt genomen over alle takken die
b}

in een bepaald knooppunt samenkomen - de uitdrukking van de stroomwet van

Kirchhoff voor dat ene knooppunt.

Dus is
N .
o (z1 ) RSN
n=-N b ?

Wanneer een eindige fourierreeks identiek nul is, zijn alle coé&ffi-
ciénten van de reeks nul. Dit komt doordat wij de reeks als een product

=N _ e—JNmt

van twee factoren mogen beschouwen, nl. z en een polynoom in

z = ert. Dit produkt is nul voor een oneindig aantal (complexe) waarden

van z, overeenkomend met de omtrek van de eenheidscirkel; de enige moge-

lijkheid is dan dat de coéfficiénten van de polynoom alle nul zijn.
Hieruit volgt dat

tz)Ib’n=o(n=-N, vo., N), (11)

zijnde de stroomwet voor de complexe stroom die bij de nde harmonische be-
hoort. Op dezelfde wijze vinden wij dat aan de spanningswet wordt beant-
woord door de complexe spanningen van de nde harmonische:

iUm’nzo(n="N5 ey N), (12)

waarin de index m de takken aanduidt die gezamenlijk een maas vormen.
Het gevolg is dat alle theorema's en rekenmethoden, afhankelijk van de
wetten van Kirchhoff, ook geldig zijn voor iedere harmonische apart, ge-
rekend alsof de andere harmonischen niet aanwezig waren. In het bijzon-
der geldt het theorema van Tellegen voor de complexe stroom en spanning
van de nde harmonische. Hieruit volgt de behoudswet voor het complexe

vermogen:
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bij iedere harmonische is het door de bronnen afgegeven complexe vermogen
gelijk aan het door de andere takken opgenomen complexe vermogen.

Dit resultaat is een vorm van het principe van harmonisch evenwicht, dat

toepassing in verscheidene takken van de fysica vindt.

8.3. Wisselgrootheden en effectieve waarden

Wij definiéren een wisselgrootheid als een periodieke grootheid waar-
van de gemiddelde waarde over een periode nul is. Aangezien de gemiddelde
waarde van een sinusfunctie nul is, is het duidelijk dat een fourierreeks
zonder nulde harmonische een wisselgrootheid voorstelt. Indien een wissel-

stroom of spanning van de vorm

N
N . :
i) =131 oJnut (n#0) = I lIn| cos(nwt + ¢,),
-N n 1

in een weerstand van 10 vloeit, wordt een gemiddeld vermogen gedissipeerd
.. 2 .. C .
gelijk aan 3 Z|In| {wegens (8.10)). WiJ definiéren de effectieve waarde van
1

de wisselstroom als die gelijkstroomsterkte welke aanleiding geeft tot het-

%= 3 12

zelfde gedissipeerd vermogen in een weerstand van 1Q. Dus ’I =31z ]I
1

eff n

Hebben wij te maken met een periodieke niet-wisselgrootheid dan moet de

term Ig er worden bijgevoegd, zodat:

2

12=12+ 111 |°
n

0 in overeenstemming met het bovenstaande.

|Ieff
Als zodanig is dit een eenvoudige uitbreiding van het begrip effectieve
waarde voor sinusvormige stromen. Het blijkt niet mogelijk de complexe
effectieve waarde zinvol te kunnen definiéren; alleen de reéle grootheid

’Ieff‘ heeft betekenis.

In de energietechniek wordt ook soms gewerkt met het schijnbaar ver-—
mogen |U I . Wig zullen nu aantonen dat het schijnbaar vermogen
gen [V, ool |1 0cl- Wid J g

nooit minder dan het reéle vermogen is. Wij moeten nu bewijzen dat

v [N ]
Y.%[UI*|</%Z[U2| %Z|I|2.
1 nn — 1 n 1 n

Wig beschouwen de uttdrukking
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N
A{xlU | + |I I}Z > 0, voor alle reéle x,
n n -
n=1
N
=3 {e?y )% + sy |11, | + |1, )%)
1
N N N
=221 |U |2+2x2 lu ||| +z |I |2.
1 n 1 n n 1 n

Deze uitdrukking is een kwadratische polynoom in x. De voorwaarde dat hiJ

niet-negatief moet zijn is dat er geen reéle nulpunten zijn, d.v.z.

N i N
ZU|I2<Z|U2):I2

n''n - n
1 1 "1

Hieruit volgt dan
P= IiRe(UI*) <zl =15l <

N 2 N 2
R NS AL [

De basis-ongelijkheid die hier is afgeleid staat bekend als de ongelijk-

= |s].

hetd van Cauchy of de ongelijkheid van Schwarz.

8.4. De fourierreeks van een periodieke functie

Wij zullen nu ingaan op het zuiver wiskundige vraagstuk van de bena-
dering van een periodieke functie door een fourierreeks.
Onze eerste taak is een geschikt criterium voor de kwaliteit van de bena-

dering te vinden.

8.4.1. Het benaderingscriterium

Als f(t) een gegeven periodieke functie en g(t) een fourierreeks
van dezelfde periode is, die de functie benadert, dan is een mogelijk
criterium:

|£(t) - g(t)| < €, voor alle t in het interval (0, T), waarin € een

van tevoren bepaald klein getal is.
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Wegens de periodiciteit moet deze gelijkheid voor alle t gelden. Hoe klein
€ is, hoe beter is de benadering. Het blijkt echter dat bij de toepassing
van dit criterium op periodieke functies grote moeilijkheden optreden.

Wel wordt dit eriterium vaak toegepast op niet-periodieke functies,
maar met t beperkt tot een eindig interval. De benaderde functie is dan
echter geen fourierreecks meer maar nu meestal een functie gebaseerd op de
z.g. Tsjebysjef-polynomen. Buiten het interval is de benadering echter
slecht, zodat dergelijke functies niet geschikt voor de benadering van
periodieke functies zijn.

Een andere mogelijkheid is de fout - d.w.z. het verschil tussen de
gegeven functie en de benaderende functie - op een of andere manier te

middelen over een periode. Dit leidt o.a. tot de volgende criteria:

T
—;_; jo {£(t) - glt)}at | < ¢ (13)
;T
T Jo |£(t) - g(t)] at < ¢ (1k)
1T 2
T fo {£(t) - g(t)}° at < e. (15)

Nu is (8.13) geen geschikt criterium, daar een grote positieve fout over
een deel van het interval kan worden opgeheven door een even grote nega-
tieve fout over een ander deel van het interval, waardoor er wel aan (8.13)
maar niet aan het 'intultieve begrip van een goede benadering wordt voldaan.
Het criterium (8.1L4) is niet aan dit bezwaar onderhevig, daar steeds de
modulus van de fout over het hele interval wordt opgeteld. Het heeft
echter het nadeel dat de nodige wiskundige bewerkingen bij de toepassing
van een dergelijk criterium niet eenvoudig zijn.

Daarentegen is (8.15) vrij van deze beide bezwaren. Bovendien vanuit
een fysisch standpunt bezien komt (8.15) bijzonder geschikt voor. In de
communicatie- en informatietechniek speelt de parameter signaal/ruis-
verhouding een belangrijke rol. Deze parameter is een verhouding van ver-
mogens waarbij uitdrukkingen van de vorm (8.15) op een natuurlijke wijze

naar voren komen.
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De fysische basis voor dergelijke beschouwingen berust in de laatste in-

stantie op het gedrag van de atomen waaruit alle materie is samengesteld.

8.4.2. De fouriercoéfficiénten

Wij zullen nu de coé&fficiénten ¢, van de fourierreeks berekenen
die volgens het criterium (8.15) een willekeurige periodieke functie

optimaal benadert. Om specifiek te zijn, zullen wij het volgende probleem

oplossen:
Gegeven f(t), periodiek met periode T en g(t) = I . ejnwt met dezelfde
periode. -N
Bereken Cn zodanig dat .
Tl ) - ) e

minimaal is bij vaste N.

Om tot aimvolle resultaten te komen is het natuurlijk nodig dat de
integraal en alle integralen die in de volgende bewerkingen voorkomen,
bestaan. Dit is wel het geval voor alle functies f(t) welke met fysische
processen overeenkomen., Wij komen later op deze kwestie terug.

1T 2
stel [ {f(t) - g(t)}” dt =n
0

T

. 1 2
Dan is n = [ {(£(+))% - 2£(t) g(t) + {a(£)}7} at.
0
Volgens (8.10) is de laatste term in deze uitdrukking,
1T 2 ¥ 0
T [ {g(t)}® dt, gelijk aan = |cn| =lc oc_.
0 -N -N -
N jnwt N -Jjnwt
Bovendien is 2f(t) g(t) = £(t) { £ c_ ¢’ +Lc o 9nYy,
N P y -

waarbij de laatste sommatieterm ontstaat uit de eerste door de volgorde
van het doorlopen door de waarden van n om te keren. Wij kunnen dan

schrijven:

T 2 N inwt -jnuwt N
[ @) =)z (e e 4c e ) at +zc o
0 N n -n -N n

=1
n=g -n
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= lz\:I { (C - '1' J’T f(t) C_'jnwt d‘t) (C - .l IT f(t) ejnwt) }
=N n T 0 -n T 0
1 2 Ly -jnwt T inwt
sl (W) at -2 r ([ oe(e) e at) ([ r(e) &P at)
0 -N 0 0

=]

N T .
sl () ar x| e(e) &7 e (16)
0

Bij deze laatste stap hebben wij gebruik gemasakt van de relatie cn* =c_,
en het feit dat uit een complex getal het toegevoegde complex getal volgt
door j overal te vervangen door -j. Bij vaste N is de uitdrukking slechts

dan minimaal wanneer
at (n = <N, ..., N). (17)

Vraag: Waarom is dit het geval?
Met deze keuze van c, volgt uit (8.16):

T T N

n = %-j {e(e) - g(t)}° at = % i (f(t))2 at -1 Je |°. (18)
0 0 -N
1T 2 N 2
Hieruit blijkt dat 7 [ (£(£))%at > & e |, (19)
0 S

en dat bij toenemende N n steeds kleiner wordt.
Vraag: Waarom is dit het geval?

Wanneer aan (8.16) wordt voldaan, noemen wij g(t) de (eindige) fourier-

reeks van f(t). Voortaan zullen wij het fourierreeks uitsluitend in deze

betekenis gebruiken, nl. de reeks die t.g.v. de relatie (8.17) bij een
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#*
) Wij hebben echter nog niet bewezen dat n

gegeven functie behoort.
kleiner dan een willekeurig positief klein getal ¢ kan worden gemaakt.
Wij hebben slechts bewezen dat met de keuze (8.17) van de coéfficiénten
c, en een vaste N de kleinst mogelijke waarde van n wordt verkregen,
zonder te bepalen hoe klein deze waarde kan zijn. Wij zullen aan het
einde van dit hoofdstuk op deze kwestie nader ingaan; voorlopig nemen wij
aan dat in alle gevallen die voor de elektrotechniek van belang zijn,

n willekeurig klein kan worden gemaakt door N voldoende groot te kiezen.

De relatie (8,18) staat bekend als de ongelijkheid van Bessel.

Een fysische interpretatie is het volgende: is f(t) de sterkte van een
periodiek met de tijd veranderende stroom die in een weerstand van 1Q
vloeit, dan is het gemiddelde in de weerstand gedissipeerde vermogen niet
minder dan het gemiddelde vermogen dat in een weerstand van 1Q wordt ge-
dissipeerd door een stroom, gevormd door de superpositie van harmonische
stromen, waarvoor de amplituden gelijk zijn aan de moduli van de fourier-
coéfficiénten van f(t).

Het hier gebruikte criterium staat bekend als het criterium of de methode
van de kleinste kwadraten, en als zodanig wordt toegepast in verschillende
vormen op allerlei problemen uit de techniek en de toegepaste wiskundef*)

De relatie (8.17) is niet altijd de meest geschikte formule om

fouriercoéffici&nten te berekenen. Uit (8.7) en (8.17) hebben wi]

2 T -Jjnwt

a =<Re [ f£(t) e 9™ at (n=1, ..., N)

n T 0
T

= ;Ie-f £(t) cos(nuwt) dt (20)
0

*
) In de wiskundige literatuur spreekt men van goniometrische reeksen en

fourierreeksen. Een goniometrische reeks is een reeks van de vorm (8.3)
zonder de noodzask voor het bestaan van een zodanige functie f(t) dat
(8.17) geldt. Dergelijke reeksen die zo algemeen zijn gedefinieerd

. hebben tot nog toe geen toepassing in de elektrotechniek gevonden.

De methode is afkomstig van Gauss en werd ingevoerd in verband met de

berekening van de banen van de hemellichamen.
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T
1
(Let wel: ¢, =a == [ f£(t) dt).
0 o T 0
-2 T -Jjnwt
b ===1Im [ £(t) e 9" 4t (n = 1,....N)
n T 0
5 T
= "-f £(t) sin(nwt) dt. (21)
T 0

Opgave: Leid corresponderende formules af voor de functie f(y), waarin

Y = wt, zodanig dat t niet in het eindresultaat voorkomt.

8.4.3. Integraal over een periode van een periodieke functie.

Bij alle berekeningen die in de theorie van fourierreeksen voor-
komen is het nuttig er aan te denken dat de integraal van een periodieke
functie over é&n periode onafhankelijk is van de keuze van het begin- en
eindpunt van het interval waarover er gelntegreerd wordt. D.w.z. als

F(t) een integreerbare periodieke functie met periode T is, dan is

T T+g
[ F(t)at =f  F(t) at, (22)
0 €
waarin £ een willekeurig reeél getal is. Om dit te bewijzen beschouwen wij:
T 3 T+¢ T
[ F(t)at =] F(t)dat + [ F(t)dat+ [ F(t)at (23)
0 £ T+E
T 0
Maar f F(t) dt = f F(t+T) dt, met de substitutie t = 1+T; zodat
T+E £
0 0 £ £
[ F(t+7) dt = [ F(t+T) at = - [ F(t+T) at = - [ F(t) dt.
g g 0 0

Derhalve is de som van de eerste en derde termen in (8.23) gelijk nul,
zodat (8.22) dan volgt. Het resultaat kan worden toegepast op alle inte-
gralen die wij in dit hoofdstuk hebben ingevoerd.

Bij de berekening van de fourierreeks van een gegeven periodieke
functie kan men vaak veel rekenwerk besparen door alle symmetrie-eigen-

schappen van de functie uit te buiten.
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8.5.1. Evenfuncties (spiegelbeeld-symmetrie).

De eenvoudigste vorm van symmetrie is die waarbij de functie sym-
metrisch is t.o.v. de as t=0. Dan is f(t) = f(-t). (Zie fig.130). Z0'n
functie heet een evenfunctie. Voor zo'n functie geldt volgens (8.21? en

(8.22):

5 T/2 _
b =5 f_T £(t) sin(nwt) dt
2
5 . T/2 T/2
=71 f(t) sin(out) at - | £(-t) sin(-nwt) a(-t)} = o.
0 0

D.w.z., de fourierreeks van een evenfunctie bevat geen sinustermen, of
m.a.v. bestaat uitsluitend uit cosinustermen en eventueel een constante
term. Dit resultaat was te verwachten, daar een som van cosinustermen
en een constante een evenfunctie is. Het zou heel vreemd zijn als wij
een evenfunctie goed konden approximeren door een functie die niet even
is.

Wij kunnen echter nog meer informatie uit de symmetrievoorwaarde halen:

5 T/2
& = $>f f(t) cos(nwt) dt’
i Y
2
- T/2 T/2
=5 { [ f(t) cos(nuwt) dt - £(-t) cos(-nwt) a(-t)}
0 0
a =g f f(t) cos(nwt) at, (n>1) (2k)
0
5 T/2
ay=5 )  f£(t) at
0

D.w.z., om de fouriercoéfficiénten van een evenfunctie te bepalen is het
voldoende de integrand slechts over een halve periode te integreren,

mits de oorsprong een eindpunt van het integratie interval is.

Opgave: Geef de corresponderende uitdrukking voor a, aan. Bepaal de

fourierreeks van de functie afgebeeld in fig.131.
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/ \ Fig.130
0 \\\J — 1
0'A = 0'B
ft)

e |
T
|
|

T T T T ‘T Fig.131
2 | ] 0 L > L

- b e

periode !

8.5.2. Onevenfuncties (radiaalsymmetrie)

Een onevenfunctie wordt gedefinieerd door

£(t) = -f(-t).

Zo'n functie is radiaalsymmetrisch; d.w.z. een rechte door de oorsprong

snijdt de kromme van de functie in punten die op gelijke afstand van de

oorsprong en in complementaire kwadranten liggen (1 en 3 of 2 en L)}

£(t) T

Fig.132.
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Op precies dezelfde wijze als in § 8.5.1., maar nu met een tekenveran-

dering in bepaalde termen, vinden wij dat

an=0, (n=1, N), ao=0

o T/2
b == f£(t) sin(nwt) dt (25)
n T 0

Opgaven: Bewijs (8.25).
Bepaal de fourierreeks van de functie afgebeeld in fig.133.
Als de kromme van fig.131 een halve periode naar rechts ver-
schoven wordt en daarna een afstand K/2 naar beneden wordt ver-
schoven dan verkrijgt men de kromme van fig.133. Aannemende
dat de fourierreeksen de twee functies naar believen goed be-
naderen, wat is dan het verband tussen de twee fourierreeksen?
Controleer dat de twee gevonden fourierreeksen dit verband

vertonen.

-K

Fig.133.

8.5.3. Verschuivingssymmetrie

Een andere vorm van symmetrie wordt geIllustreerd door fig.13lk.
Als de kromme van de functie door 180° om de t-as wordt gedraaid en dan
een halve periode naar rechts wordt opgeschoven dan wordt de kromme van

de oorspronkelijke functie weer verkregen.
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WiJj kunnen schrijven:
-f(t) = £(t-T/2)

Een functie die hieraan voldoet noemen wij verschuivingssymmetrisch.

Voor de fouriercoéfficiénten ¢ hebben wij

A
T f(t)
£(t)
0 Iomklappen /2 //;
\\ 1 ll —st
AN /
N /
\\ + h .
~ opbchuiven
Fig.134 S~ ,’é
\\\~ ,/I
-f(t)
T .
_ 1 -Jnwt
=T fo f(t) e dt
1 T/2 —inwt T ot
== {f £(t) ™9 at + | £(t) e I gt}
T 0 T/2
1 T/2 -Jjnwt T/2 -jnw(T+T/2)
=7 { f(t) e at + [ (-f(1)]e J ar},
0 0

waarbij gebruik gemaakt is van de substitutie t = 1t + T/2,(8.26) en
de periodiciteit.

Dus is

P— fT/e £(t) —jnwt(1 ~-jnwT/2
n =7 e -e Jat
. T/2 .
=1 (1 - ™M p(e) eTIPUt g
0

= 0 1indien n even is.
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Derhalve bestaat de fourierreeks slechts uit oneven harmonischen.
Opgave: Bereken opnieuw de fouriercoéfficiénten van de functie van fig.
131 op de meest eenvoudig mogelijke manier, gebruik makende van alle

symmetrie eigenschap

NAL

verschuivingen langs de assen.

8.6. Voorbeelden

8.6.1. De functie van fig.135 is een z.g. driehoekfunctie die zowel sym-

metrisch als verschuivingssymmetrisch is. De fourierreeks bestaat

=i
n 3
|

Fig.135.

derhglve uit cosinustermen van oneven harmonischen. In de eerste halve
periode is f(t) een lineaire functie met helling gelijk aan LK/T en met
een nulpunt in t = T/L.
Dus is

_ Lk

£(t) T (t - T/b).

De fouriercoéfficiénten zijn dan (volgens(8.2h)):

_ L 4K
o T 1R (- 70 coslawtllat  (n oneven)
= lég (t;Z/h sin(nwt) + > % cos(nmt))g/Q
T nw
16K cos(nm)-1

= éTn sin(nm) + =527
e =50 bn“n</T
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_ -8

2 2
nm

(n oneven)

Opgaven: Welke functie volgt door f(t) de differentiéren? Bewijs dat de
fouriercoéfficiénten van §£ f(t) volgen uit de fourierreeks van
f(t) door term voor term te differentiéren. (Aanwijzing: ga uit

T .
van de definitie integraal 1 g'—1-?1-1—;-2-6_‘”1“)t
T 0 dt

dt en gebruik
partiéle integratie). Leid hieruit een eenvoudigere rekenwijze
af voor de bepaling van de fourier coéfficiénten van de functie

van fig.135.

8.6.2. Een tweede voorbeeld is dat van fig.128 b, de z.g. zaagtandfunctie.
Als men deze kromme een afstand 3K naar beneden schuift, dan ver-

krijgt men een oneven functie waarvan de fourierreeks uitsluitend uit

sinustermen bestaat. De fourierreeks van de gegeven functie f(t) = g(t) + 2K,

waarin g(t) de verschoven functie is, bestaat dan ook uit dezelfde sinus-

termen te zamen met de constante %K.

Opgaven: Bewijs deze laatste bewering. Verifiér dat de gemiddelde waarde

van f(t) inderdaad gelijk is aan de afstand waardoor f(t) verschoven is

om g(t) te leveren. Bereken de fouriercoéfficiénten.

8.6.3. Een derde voorbeeld is de z.g. enkelzijdig gelijkgerichte sinus-
functie van fig.136. De benaming ontstaat uit de wijze waarop der-

gelijke functies in de elektronica optreden, nl. bij de gelijkrichting

van een wisselstroom m.b.v. diodes, waarbi] de negatief gaande delen van

de stroom worden onderdrukt. T (o)

K

Fig.136
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Deze functie is symmetrisch: M.b.v. (8.24) vinden wij:

T/2 ks
2K K K
a == | £(t) at == | (-cos ¢) dp = =,
0 T 0 ™ TT/2 m
(waarbij ¢ = wt en dt = i-d¢ = g%d¢),
T/2 i
a = B% fo f(t) cos(nwt) dat = g% L/é-005¢ cos n¢)d¢

=K f [cos(n+1)¢ + cos(n—1)¢) do

m
jus
2
=K f—l— {sin(n+1)r - sin(n+1) l} + —l—{sin(n—1)ﬂ - sin(n—1)£})
™ ‘n+l 2 n-1 2
mits n # 0, 1
1 1 nm
= _% Go7 - @) cosp» (n#0,0)

= _;ggg___(_1)n/2 , (n even, n # 0, 1).

De fourierreeks is derhalve

2
3.5m

Het valt op dat met uitzondering van de eerste harmonische, alle harmo-

K (% - 3cos ¢ + cos 2¢ - cos Lo + ....).

2
1.3m
nischen van even orde zijn. Dit doet het vermoeden dat als wij de eerste
harmonische van de gegeven functie aftrekken, de fourierreeks van de re-
sulterende functie slechts uit even harmonischen bestaat. Dit betekent
dat de periode van de nieuwe functie de helft is van de periode van de
oorspronkelijke functie. Dit blijkt inderdaad juist te zijn. Als wij bij
de functie van fig. 136. de term 3K cos ¢ optellen, dan resulteert

de dubbelzijdig gelijkgerichte cosinusfunctie (fig.137).

*)Vanaf dit punt duidt in de rest van dit hoofdstuk het symbool ¢ een
variabele aan. Het moet niet worden verward met de constante ¢ op blz.

206 en 212.
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ol
=

V

Fig.137

Opgave: Verifiér door direkte berekening dat de fouriercoéfficiént a

van fig.137 gelijk is aan de fouriercoéfficiént a2n van fig.136.

8.7. Convergentie van fourierreeksen

Wij zullen nu ingaan op de kwestie van het gelijk stellen van een
periodieke functie aan haar oneindige fourierreeks.
Tot dusverre hebben wij steeds gesproken over de benadering van de functie
door een eindige fourierreeks zonder te bepalen of de fout die gemaakt
wordt door de functie door de reeks te vervangen, willekeurig klein kan

worden gemaakt.

8.7.1. De functieklasse

Wij moeten eerst iets zeggen over de verzameling van functies welke
door fourierreeksen mogen worden vervangen. In de eerste plaats mo=t de
functie periodiek zijn. Verder moeten alle integralen (8.17) en (8.18)
bestaan; anders is de afleiding van de fouriercoéfficiénten niet geldig
zodat er dan geen sprake kan zijn van een fourierreeks. In plaats van ons
verder te begeven op het gebied van de fouriertheorie in haar meest al-
gemene vorm, welke tot vrij moeilijke wiskundige analyse kan leiden, zullen
wij ons beperken tot een speciale klasse van functies, in casu die functies
welke strikt genomen fysische processen beschrijven.

Het is nl. een axioma van de deterministische fysica dat alle fysische

processen in wezen continu met de tijd verlopen. Het kan 1lijken alsof wij
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met een discontinu proces te maken hebben; een verfijning van de theorie
of de meettechniek toont echter aan dat wat op het eerste gezicht‘een
discontinue functie 1lijkt toch continu is wanneer wij de tijdschaal in

de omgeving van de "discontinuIteit" voldoende uitrekken. Figuur 138 toont
twee typische wijzen waarop een functie dat een fysisch proces beschrijft

in het interval At kan verlopen. Zo'n functie is niet alleen continu maar

1 1

- —— =
Y

Fig.138

ook differentieerbaar. Bovendien zullen wij aannemen dat de tweede afge-
leide overal bestaat. Dit maakt de verdere wiskundige theorie aanzienlijk
gemakkelijker dan in het geval van discontinue functies. Wat echter van
groot belang te realiseren is, is dat het preciese verloop van de functie
in het (kleine) interval At meestal niet bekend is, juist omdat de theorie
van het proces onvoldoende rekening houdt met allerlei parasitaire effec-
ten of omdat de meettechnieken ontoereikend zijn om het proces volledig
te registreren. De ontwikkeling van oscillografen in de laatste jaren toont
echter aan dat dit laatste nauwelijks een beperking behoeft te zijn.

Alleen zijn bekend de waarden van de functie aan het begin en einde
van het interval At. Het is dus onder deze voorwaarde onmogelijk om de
functie in het interval met een fourierreeks te approximeren.

De analoge situatie in de algemene theorie is dat in een punt waar de

=]

Te Aicsen Tn1 1 g an 4
>T1i€ aisconvinu 1s, €n 1

verschijnsel optreedt dat bekend staat als het verschijnsel van Gibbs,

waarop wij later zullen terug komen.
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8.7.2. Sommatie van een fourierreeks

Wij zullen nu een andere uitdrukking voor de eindige fourierreeksg
van een functie vinden, waarmee het mogelijk zal zijn een schatting te
geven van het verschil tussen de functie zelf en de som van de reeks.

Schrijven wij

N jnwt
SN =1z cn eJ R
=N
dan is
¥y T -Jjnwt jnwt
sy =fg (f flx) ™™ ar) o
-N 0
N T .
= % [ (£(1) e_an(T_t)) at ,
-N O
Jnwt . . .
daar de term e een constante 1s voor wat ae integratie betreft.
T N .
Sy = % [ (£(0) £ e_an(T_t)) dr.
0 -N
Schrijven wij x = eJm(T_t), dan is
¥ jnw(t-t) _ N -1, -2 -2N
I e =x (1 +x + x + + )
-N
e -(2N+1))
1o %]
1 (N4l
_ XN+2 - x (N+3)
=TT T
x? - x ¢
sin((8+3) w(t-t))
T = (271)
sin(3 w(t-t))
Derhalve is
s =1 fT (1) Sln((N:%)w(T_t))dT
NoTe sin{Zw(t-t)) )
Wi 1 vvAacwar » Anr Mmaa ra wvrawviahala A
Wi vuTlL Ll 1w TcCll LI TUWCT val iaucdcT 11l

€
—

|
ct
~
|
-
N
(o]
Q.
®
ct
-

|

S =

+
ct
Q
-
1]
g
2
A
]
[= 1Y
-
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. 1 ¢ sin((N+3)
Dan 1s Sy = = j_mt f(w +t) sin(z¢) a¢
1 m ¢ sin((N+3)
S LTy szl o

wegens de periodiciteit van de integrand en wegens (8.22).

Deze uitdrukking staat bekend als de integraal van Dirichlet.

Daar f(t) continu en differentieerbaar is, Kunnen wij aan de hand

van de middelwaardestelling van de differentiaalrekening schrigjven:

FEat) = g+ Epr(e el

w

waarin 0 < k < 1.

. 7 7 (W
Derhalve is Sy = g | f(¢) -Lﬁ_)w;ir(w;fw ds

-

=

1 ¢ koy sin((N+%)¢
+ 5?,j_ﬂ Torle =) a5y 46+ (29)

-

In de eerste integraal kunnen de sinustermen worden omgezet in een reeks
van exponentiéle functies volgens (8.27). De integraal van ieder van deze
functies over een periode is nul behalve in het geval van de nulde har-
monische. Hierin is de term f(t) een constante voor wat de integratie
betreft. Wij vinden dan dat deze integraal gelijk aan f(t) is.

Wij hebben dus gevonden dat de som van de eindige fourierreeks gelijk is
aan de som van f(t) en de tweede integraal. Deze term geeft dan de fout
aan bij het afkappen van de fourierreeks na N harmonischen. Als wij kun-—
nen aantonen dat deze integraal naar nul nadert als N -+ «, voor alle
waarden van t, dan zal de conVergentie van de fourierreeks voor alle
waarden van t zijn bewezen. Wij zullen nu bewijzen dat een integraal van

de vorm
b
fa T(¢) sin mds (30)

inderdaad naar nul nadert als m » =, mits I(¢) differentieerbaar op het
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interval (a, b) is. Als zodanig is dit een speciale vorm van de hulpstel-

ling van Riemann en Lebesgue. M.b.v. partiéle integratie vinden wij

b b
[ T(¢) sin my d¢ = - % {(cos mé T(¢))2 - [ T'(¢) cos my dé}.
a a

De termen tussen accoladen zijn alle begrensd omdat T'(¢) bestaat en

integreerbaar is. Als m - =, nadert het gehele rechterlid naar nul.

. _am ) k
Stellen wig nu T(¢) = = % fr(t + _Zﬂ’

m=N+5%, a=-n, b=m, dmm voldoet de tweede integraal in (8.29) aan

de voorwaarden van de hulpstelling, aangezien f"(¢) overal bestaat en

¢ . , .
rETY differentieerbaar is.
Hiermede is bewezen dat voor de klasse van functies die hier be-

schouwd s, de fourierreeks naar f(t) voor alle t convergeert.

Opmerkingen: De achtergrond van de convergentie ligt in de structuur van
de integraal (8.28). In de omgeving van ¢ = 0 is de integrand

=(2N +1) f(t), wegens de continuiteit van f(t) en het feit dat sin x = x,
2T

2N+1

Buiten dit interval oscilleert de integrand met toenemende frequentie

]x| << 1. Deze benadering geldt op een interval van breedte=

als N toeneemt.

Aangezien e« %) continu is, is dan de bijdrage tot de integraal
sin 3 ¢

praktisch nul, mits f(¢) veel langzamer dan sin(N+3)¢ varieert. Hierdoor

is ook duidelijk in te zien dat wanneer de functie snel varieert, vele

hogere harmonischen nodig zijn voor het verkrijgen van een goede bena-

dering tot de functie.

. in(N+3
Opgave: Schets de kernfunctie Eé?ﬁﬁTili voor N = 10. Schets ook het
2

product van deze functie en f(t + %‘) waarbij voor f(t) wordt

gekozen een langzaam variérende functie.

Nadere opmerkingen: De uitdrukkingen (8.28) en (8.30) vormen ook de basis

voor de discussie van de convergentie van fourier-

reeksen wanneer f(t) tot algemenere functieklassen behoort dan de hier



Par.8.8. 231

behandelde. Men moet dan gebruik maken van meer geavanceerde analytische
methoden om de convergentie te bewijzen. De bewijzen zelf zijn in het

algemeen ook langer dan wat hier is aangevoerd.

8.8. Differentiéren en integreren van fourierreeksen

De fouriercoéfficiénten van een functie f'(¢), met periode 2m, wor-

den gegeven door

el =5 [ 1) e™IM g4

M.b.v. partiéle integratie volgt

R O jeﬂ + jn feﬂ £(4) eI a4}
n 2m 0 0
(31)
= Jjne ,

waarin e de fouriercoéfficiénten van f(¢) zijn.

Dit betekent dat de fourierreeks van f'(¢) , nl.

T cﬁ e+Jn¢, wordt verkregen uit de fourierreeks van f(¢) door de

-00

reeks term voor term te differentiéren. Men moet wel goed bedenken dat

als de reeks L C_ € convergeert naar f(¢), de reeks £ jncn e

Jné
) n o

niet behoeft te convergeren naar f'(¢). De convergentie hangt van de
eigenschappen van f'(¢) af. In vele gevallen kan dit resultaat echter
nuttig zijn. B.v. de functie van fig.133 is op een constante factor na
de afgeleide van de functie van fig.135.

Omgekeerd, wanneer de fourierreeks van een functie f(¢) bekend is,
kan ruwweg gesproken de fourierreeks van de integraal van deze functie
worden gevonden door de gegeven fourierreeks term voor term te integreren.

Er zijn echter twee complicaties waarop wij speciaal moeten letten.

In de eerste plaats is de functie
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alleen periodiek met periode 2m  als F(¢) = F(¢+2m), d.w.z.

_pt2m
f(£) d& = 0, zodat de gemiddelde waarde van f(¢) over een
¢

periode nul moet zijn. Voldoet f(¢) niet aan deze eis dan moeten wij wer-

ken met de functie f(¢) -c. in plaats van f(¢).

0
De fouriercoé&fficiénten van F(¢) worden gegeven door

-1 -jn¢
d = fo F(¢) e de¢
. 2m 2m .
= 1 (=1 -Jn¢ ot ) -jn¢
T oom (jn F(o) e )O * 2w [jn fo F'(¢) e d¢)
c
= gﬁ- (mits n # 0) , aangezien F'(¢) = £(¢).

Dus met uitzondering van de constante term, volgt de fourierreeks van
F(¢) uit de fourierreeks van f(¢) door term voor term te integreren.

De constante term dO volgt uit een berekening van de gemiddelde waarde
van F(¢). Als de fourierreeks van f(¢) convergeert dan convergeert de
fourierreeks van F(¢) ook, omdat F(¢) tot dezelfde functieklasse behoort
als f(¢). In feite kunnen wij veel verder gaan: in de algemene theorie
wordt bewezen dat het feit dat F(¢) de integraal van een functie is, is
voldoende de convergentie van de fourierreeks van F(¢) te garanderen.

Wij kunnen dus schrijven

© c

Volgens (8.31) is F(0) = 0, waaruit volgt

=_p 2 vanwege (8.7).
; o
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In het élgemeen is dit geen manier om de constante dO te bepalen, maar

b

2 | dsar d gemakkelijk uit de gemiddelde

wel de som van de reeks n 0

— ™ 8

waarde van F(¢) volgt.

8.9. Het verschijnsel van Gibbs

Wanneer de functie f(t) met periode T een eenvoudige discontinuiteit
in het punt tO bezit, dan convergeert de fourierreeks in de onmiddelijke
omgeving van t, niet naar f(t), alhoewel het interval - de verzameling
van t-waarden - waarop de convergentie niet opgaat steeds kleiner wordt
als N > «, De fourierreeks gedraagt zich zoals in fig. 139 is weergegeven.

\/\‘r

r
| 0,09]af|
>

13
[
o)
o
O
le

$/,——-\\\\\\——‘/ 0,09]|Af|

Af = £(07) = £(07)

De som van de eindige fourierreeks vertoont een''overslingering" in de
omgeving van to_ en ook in de omgeving van to+. Deze overslingering be-
draagt maximaal 0,09 maal de sprong in de functiewaarde in to.
Als N » =, komen de overslingeringen steeds dichterbi] to. De maximale
waarde blijft echter gelijk voor alle N.

De achtergrond voor dit verschijnsel ligt in de structuur van de
integrand van de integraal van Dirichlet. Wij hebben reeds opgemerkt dat
voor grote N, alleen de integrand in de omgeving van ¢ = 0 van belang

18, mits buiten deze omgeving f(t) continu en differentieerbaar is.

Sehrijven wij in het vervolg

E(4) = sin((N+%) ¢

sin %¢ °
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-8 $ L

dan is  2m S = [+ + f[? + t) E(¢) ds,
w

-m -8 J
met 8§ > 0 maar anders willekeurig klein. Dan naderen de integralen over
de intervallen (-7, =8) en (8, m) naar nul als N » « (Riemann - Lebesgue),
mits f (% + t) continu op deze intervallen is, d.w.z. als de disccnti-
nufteit op het interval (-8, §)ligt, ofwel —§ < w(ty=t) <.

Onder deze voorwaarden is dan
: ¢
am SN:I—&; f(;* t) E(¢) dé als N + o,
Stel nu m(t—to) = .

x §
Dan is 2m S, = [ + | +jx r&+t) Eo) o

-8 -x
-x §
= f(t,=) E(s) d + i Fltyt) B(§) do ,
-4 -x
wegens het feit dat f(t) continu is, behalve in het punt t,, en aange-

zien § willekeurig klein is.

Schrijven wij f, = %(f(tyt) + £(¢,7)), £, = &(F(¢,) - f(t,7)),

-x 8
dan is A f_d (f, = fy) E(s) do + j-x (f, + fy) E(6) d¢
§ x §
=1, [ E(e) d¢ + fo{ [ E(¢) do + [ E(¢) do
) -x x

XL
- [ E(¢) ds}.
-8

Maar E($) is een even functie, zodat de laatste twee integralen geligk
zijn maar tegengestelde voortekens hebben.

7 $ x
Derhalve is Sy % ox {fe I—s E(¢) do + fo [ E(¢) do}.

=X
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Maar bij grote N is

§ s
[ E(¢) do =~ [ E(¢) do = 2m, wegens (8.27) en de hulpstelling

=8 -1
van Riemann en Lebesgue.
2f0

Derhalve is S, = fo* 5

X
v - [ E(¢) do, (33)
0

daar E(¢) even is.

Deze uitdrukking is maximaal wanneer |x| maximaal wordt gekozen en
wel zodanig dat de integrand steeds positief op het interval (0,x) is.
(Een schets van de functie E(¢) toont gauw aan dat deze bewering wel juist
8. Men kan ook natuurlijk een rigoreus bewijs leveren dat echter enige
analytische kennis vergt).

Wij komen dan tot een beschouwing van de integraal

fx sin((N+%)¢ ds.
0

sin %¢

De maximale waarde wordt dan bereikt met x gelijk aan het eerste nulpunt

na de oorsprong van sin(N+%)¢, nl. iﬁ%;- Met de substitutie (N+%)¢ = 0,
2

vinden wij
" sine de . . .
t T W% als de numerieke maximale waarde van de integraal.
0 sirome
.. . .8 _ 8 . _
Bij grote N is sin T " T zodat de integraal =

T sin
=2 o do =+ 1,179 m.
0

Dit laatste resultaat volgt uit een numerieke berekening van de integraal
(zie b.v. Jahnke-Ende, Tafeln héherer Funktionen). Tenslotte wordt aan
de hand van (8.33) de extreme waarde van Sy in de omgeving van de discon-—

tinuiteit gegeven door

(f(ty0) + f(t)-) LI (e 0) - £(t,7)),
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waarbij het plusteken geldt voor x > 0 en het minteken voor x < 0, en
L

x = w(t—to) = g

Fty=) + 1,09 (f(ty+) =~ Ft,-))

]

m .
Dus voor t = to + SF%) 18 SN

voor ¢ = t, = mmry is Sy = f(t,=) = 0,09 (f(ty+) - Fty=)).

]

Opmerkingen

X sineg
De functie f

6

d6 komt herhaaldelijk in de communicatietheorie

alsmede in bepaalde antenna- en radarvraagstukken voor. Al deze toepas-
singen hebben min of meer met fourierreeksen te maken.

Het verschijnsel van Gibbs is goed waar te nemen op een oscilloscoop
onder de volgende omstandigheden.

Een periodiek signaal (spanning of stroom) met een scherpe overgang
van één niveau naar een ander wordt opgelegd aan de ene poort van een
netwerk. Dit ingangssignaal bezit een fourierreeks waarvan de lager har-
monischen nauwelijks te onderscheiden zijn van de fourierreeks van een
discontinue functie die de signaalfunctie benaderd (fig.1L0a).

Het netwerk heeft een frequentiekarakteristiek die vlak loopt van 0
tot een bepaalde frequentie wy en daarboven snel naar nul loopt. Wanneer
de fourierreeks van het ingangssignaal vele harmonischen met frequenties
boven wo bevat, dan laat het netwerk de lagere harmonischen (maar met
faseverschuiving) door terwijl de hogere harmonischen scherp afgekapt
worden. Het uitgangssignaal bestaat dan in eerste benadering uit een
eindige fourierreeks die een goede benadering vormt voor de eindige fourier-
reeks die bij de discontinue functie behoort.

Zoals wij nu weten vertoont de eindige fourierreeks van de discontinue

functie het verschijnsel van Gibbs; het uitgangssignaal geeft een bena-

dering van het verschijnsel weer.

Literatuur: E.A. Guillemin, The Mathematics of Circuit Analysis.
+

n B R L P AY anter A~ T
E.C. Titchmarsh, neory oi Jfun

H. Jeffreys and B.S. Jeffreys, Methods of Mathematical Physics.
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Fig. 1k0.
At
o
—_—t
ingangssignaal
tweepoort-
netwerk

N

uitgangssignaal

oscilloscoop




Par. 9.1. 238

9. LINEAIRE, ACTIEVE EN NIET-RECIPROKE NETWERKEN

9.1. Inleiding
Tot dusverre beschouwden wij slechts schakelingen met spannings-—

en stroombronnen waarvan de bronsterkten onafhankelijk waren van het
aangesloten netwerk. De bronsterkten waren voor alle tijd gedefihieerde
variabelen onafhankelijk van circult-grootheden zoals stroomsterkten

in en spanningen over takken ergens in het netwerk.

Aan het begin van dit college zijn wij uitgegaan van fysische toestellen
(accu, weerstanden, spoelen en condensatoren) waarvan de karakteristieken
steeds niet-lineair zijn. Wij hebben toen deze toestellen geldealiseerd
tot elementen en wij hebben daarna steeds gewerkt met de ideale spannings-
bron, de ideale stroombron, de ideale weerstand enz. Zie in dit ver-

band § 1.6, § 1.7, § 3.9, § 7.3 en § 7.8.

Voor een netwerktheoretische beschrijving van elektronische scha-
kelingen kunnen wij niet volstaan met de tot dusverre gebruikte elemen-
ten. Het blijkt in het bijzonder dat dan de behoefte bestaat aan bron-
nen waarvan de sterkte wél bepaald wordt door een stroom of spanning el-

ders in het netwerk. Dergelijke bronnen noemt men afhankelijke of bestuur-

de bronnen.
Voorbeeld: Wij beschouwen een metaal-oxyde-halfgeleider-veldeffecttran-
sistor (z.g.n. M.0.S.-veldeffecttransistor). Dit is een

fysisch apparaat met drie klemmen, zie fig, 1lL1a.

G Fig.1k1a,
G
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Yes
_ >
Ups
Fig.1k1b.
De stroomsterkte iD wordt bepaald door de stuurspanning Usg en is bij

een bepaalde instelling nagenoeg onafhankelijk van U Zie fig. 141vb,

waarbij u,, als parameter is gebruikt. Verder is het duidelijk, dat het

GS
verband tussen iD en u.q niet-lineair is. Indien wij, zoals in de elec-
tronica gebruikelijk is,de spanning Usg kleine variaties laten onder-

gaan,dan ondergaat ook iD kleine variaties. Wij bevinden ons dan op een

klein deel van een continue karakteristiek, f(uGS, Wpes iD) = 0.

Dan is
of of F . . (2
Au,, + =—— A + = Ai_ + O(AMu.., Au__, A1_)° = 0,
Bugg G5 | Burg Ups 3i, °D gs® “Ups® “'p

Bij verwaarlozing van hogere orde termen is dit een lineair verband tussen

6s’ AuDs en AlD.

Op grond van het voorgaande stellen wij vast dat de werking van deze tran-

de grootheden Au

sistor voor kleine signalen beschreven kan worden met een stroomsterkte,
die bepaald wordt door een spanning, terwijl de relatie tussen deze beide
variabelen in het geldealiseerde geval lineair is.

Bij het in het voorbeeld gegeven geldealiseerde geval spreekt men wel
van een spanningsbestuurde stroombron of spanningsstroom-transactor.

In de netwerktheorie tekent men een dergelijke transactor als in fig.1k2.
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Fm———————
+ 0 >—
1 Yo
|
|
% I
I
; Gu1 L
o T
1! e e e = = = -
Fig.1k2
Hierbij geldt: i1 = 0 en i2 =G u, .

Opmerkingen: 1.

Het functionele verband tussen i2 en u, is lineair,

d.w.z. dat de grootheid G, die de dimensie van een ge-

leiding heeft, constant is.

. Het feit dat i, = O betekent dat de ingangsimpedantie

1
211 oneindig is.

Bij de in dit voorbeeld beschouwde transistor meet men
tussen de klemmen G en S een zeer hoge impedantie, zo-

dat ook op dit punt fig. 142 een idealisering is van

fig. 141a. De transactor heeft &én niet-energetische

poort.

Het schema van de transactor wordt gekenmerkt door een
galvanische scheiding tussen de poorten. In de eerste
plaats kan men met de transactor van fig. 142 een drie-
klemmennetwerk maken als fig. 1L1a door de klemmen 1'

en 2' met elkaar te verbinden en ten tweede is bij een
werkelijke transistor steeds een koppeling (b.v. capa-
citief) tussen beide poorten aanwezig. Voor een redelijke
realisatie van de spanningsstroom-transactor, dus met gal-
vanische scheiding tussen de poorten, moet men schakelingen

met meer transistoren gebruiken.

9.2. Transactoren

Wij kunnen

stroombron, die

ons afvragen of de beschouwde ideale spanningsbestuurde

gekenmerkt wordt door 1le. é&n niet-energetische poort en
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2e. een lineaire relatie met slechts &&n parameter, niet deel uitmaakt
van een klasse tweepoortnetwerken met deze kenmerken. Fr blijken de vol-

gende vier gevallen denkbaar.

9.2.1. De spannings-stroom-transactor.

Fig.1L3

- O—
"'

Deze wordt gekenmerkt door:

11 = 0 en 12 =G uy

De reéele constante G heeft de dimensie van geleiding en men noemt deze
in de electronica wel de steilheid of overdrachtsgeleiding. De spanning
u, kan alle eindige waarden hebben en wordt bepaald door het op poort 2

2

aangesloten netwerk en i,.. Wij bezagen deze transactor al in 9.1.

o*

9.2.2. De spannings-spanningstransactor

rF———————— 1
t o——>—1 <2
1 i | | i
1 ] | 12
| +
u l u
! : "“1<> ] 2 Fig.14l
| = !
| |
- o— 1 1 o
1! e e e e e e - __l o1
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Deze wordt gekenmerkt door:
1, = 0 en u, = uou,.
De constante u is dimensieloos en heet in de elektronica de spannings-

versterking. De stroomsterkte i, kan alle eindige waarden hebben en

2

wordt bepaald door het op poort 2 aangesloten netwerk en U .

9.2.3. Een niet-energetische poort kunnen wij ook verkrijgen indien

u, = 0. Uitgaande van deze gedachte komen wij tot de stroom-

spanningstransactor.

A T +
>t —t+—<——0
? R | o 2
' + | u
Yy : Ri1<> | 2 Fig.1ks
[ - |
| |
- J 1 -
P T ] 2

Deze wordt gekenmerkt door:

u, = 0 en u2 =R 11. '

De constante R heeft de dimensie van weerstand en heet de overdrachtsweer-
stand. De stroom 12 kan alle eindige waarden hebben en wordt bepaald door

het op poort 2 aangesloten netwerk en u2.
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9.2.4. De stroom-stroom-transactor

N l_ _________ 1
+ O > t r————#——<§————1? +
1 1. 1 | 1
i ' 2
I | u )
ey | i 2 Fig.146
! ]
! |
| ai |
[ 1 N
- O ; + -0 -
1 e e e e - | 2!

Deze wordt gekenmerkt door:

u1 =0 en 12 =a 11.

De constante a is dimensieloos en heet de stroomversterking. De spanning
u, kan alle eindige waarden hebben en wordt bepaald door het op poort 2

aangesloten netwerk en i2.

9.3. Enkele opmerkingen

9.3.1. De voor de ideale transactoren kenmerkende relaties zijn zoals
reeds is gezegd, lineair. De transactoren worden gekenmerkt door
€én redele parameter. In dit opzicht verschillen zij niet van alle an-

dere ingevoerde netwerkelementen.
9.3.2. Bij alle transactoren behocort &&n niet-energetische poort.

9.3.3. De combinatorische relaties laten slechts vier verschillende
mogelijkheden voor transactoren toe. De klasse der transactoren

omvat dus vier types.

9.3.4. De transactoren zijn niet alle als onafhankelijke elementen op
te vatten. Schakelt men b.v. een stroom-spanningstransactor
achter een spannings-stroomtransactor (in cascade) dan krijgt men een
tweepoortnetwerk met de eigenschappen van een spannings-spanningstrans-
actor. Wij komen in § 9.7. nog nader op deze onderlinge afhankelijkheid

terug.
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9.3.5. De transactoren zijn actief. Met andere woorden, zij kunnen door
de poorten meer energie afgeven dan zij daardoor ontvangen hebben.

Immers bij alle beschouwde transactoren neemt poort 1 geen vermogen Op

en geeft geen vermogen af (die poort is niet-energetisch)si;terwijl als

men de poorten 2 aansluit op een weerstand, de transactoren alle een

positief vermogen aan de weerstand afgeven, hierbij is aangenomen dat

de stuurspanning u,, resp. de stuurstroom i1 niet identiek nul ziJjn.

In de fysische apparaten waarvan de transactoren de idealiseringen zijn

moet energie worden omgezet in energie, die aan de actieve poort beschik-

baar is. In dit opzicht verschillen de transactoren niet van gewone bron-

nen (§ 1.7). In het geval van electronische schakelingen vindt de om-

zettingen van voedingsenergie in signaalenergie plaats. Deze omzetting

geschiedt als gevolg van de essentieel niet-lineaire karakteristieken

van de electronische componenten.

9.3.6. De transactoren zijn niet-reciprook.
a. In het bewijs voor het reciprociteitstheorema (§ 2.2.2. blz.

48) werd gebruikt de gelijkheid
I UK'IK =3I UKIK', die daar een gevolg was van de stelling van
w w
Tellegen en het feit dat voor weerstanden (impedanties) de al-
gebralIsche relatie UK = RKIK kon worden gebruikt. Op grond
daarvan werden onder 2.2.2a en b procedures gegeven waarmee
men kan vaststellen of men met een reciprook netwerk te maken
heeft of niet.
Opdracht: Ga voor de transactoren aan de hand van de gegeven

procedures na, dat ziJj niet-reciprook zijn.

Opgemerkt wordt dat het gevonden resultaat in § 2.2.2 (en dus
ook hierboven) geldt voor grootheden, die niet met de tijd
veranderen, (gelijkstroom, resp. de komplexe codfficiénten

van exponentiéle tijdsfuncties). De stroom-spannings-relaties,
die dan algebrafsch zijn, zijn tigdsonafhankelijk; er
komen b.v. geen differentiaalquotienten in voor.

Waar echter de tijd niet expliciet voorkomt in de Kenmerkende
relaties, ©s de reciprociteit wel geldig voor tijdsafhankelijke

grootheden. Dit is de situatie voor lineaire netwerken.
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In een enkel geval vertoont ook een niet-lineaire schakeling

reciprociteit. Wij gaan echter hierop niet verder in.

b. Men kan voor een tweepoort (fig. 147) vaak schrijven:

=7 1
Up = 2940 + 250

= I, +
Up = Zoqty * 25015,
waarmee de eigenschappen van de tweepoort vastgelegd zijn met

4 parameters.

+o—> <« —o+

I I,
U, U, Fig. 147
-—O—. ———eee O

Opdracht: Ga na dat, in het geval men een reciproke tweepoort
heeft,geldt: Z12 = Z21.

Opdracht: Ga na, dat men van de transactoren de eigenschappen
niet altijd met de genoemde Z-parameters kan beschrij-
ven. Het reciprociteitscriterium uitgedrukt in Z-

parameters kan dus niet altijd worden gebruikt.

c. Opdracht: Toon aan dat de eigenschappen van de transactoren
wél kunnen worden beschreven met:

Up = KU, = Kol

I K. .U -K. I,
1 2172 2272’
dus eveneens met L4 parameters.
Het is nu mogelijk een criterium voor reciprociteit te vinden uitge-

drukt in deze K-parameters.



Par. 9.3.7. , L6

Wij zullen dit criterium afleiden volgens de definitie dat een reciproke

tweepoort voor elke mogelijke constante U en I voldoet aan:

' ' = ' '
U1 I1 + U2 12 U,II1 + U212 .
Substitutie geeft:
] ] - ' =
(KyUp' = KoLK, Uy = KoL) + U,
- '_ 1 1
(Ky Uy = KT (K Upt = KppIy') + UL,
of uitgewerkt:
- - T ' = _ _ [
UKy Ky = Ky pKp ) = TIU,T, = (K Ky = KoK, )=100,' T,

Deze gelijkheid moet gelden onafhankelijk van de willekeurig te kiezen
U2 en I2; immers indien de poortvariabelen geschreven kunnen worden als

onder 9.3.6.c betekent dit dat U2 en I2 onafhankelijk van elkaar ge-
kozen mogen worden.

Dus geldt: K, . K - K

11722 12509 = 1

Dit is het gezochte reciprociteitscriterium.
Opdracht: Toon met behulp van de K-parameters aan, dat de transactoren

niet-reciprook zijn.

Opdracht: Toon aan dat de ideale transformator een reciproke tweepoort

is.

9.3.7. De transactoren zijn unilateraal

Indien de poorten 1 van de vier transactoren met spanning resp.
stroom worden bestuurd is het vermogen aan poort 2 in het algemeen
ongelijk nul. Als het vermogen aan poort 2 ongelijk nul is betekent dit
niet, dat daardoor een spanning of een stroom aan poort 1

wordt "gegenereerd". Wel is het zo dat het vermogen aan poort 2 niet iden-
tiek nul is, alleen als aan poort 1 spanning of stroom bestaat. De sturende
grootheid aan poort 1 kan worden opgevat als de "oorzaak" van de bestuurde
grootheid ("gevolg'") aan poort 2 en niet omgekeerd ondanks het feit dat
beide tegelijk optreden ). Het vermogen aan poort 1 is altijd nul, terwijl
het vermogen aan poort 2 niet identiek nul is. Anders geformuleerd, hier

1s K11K22 - K12K21 = 0.

*) zie blz.261, noot.
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Wij zeggen in een dergelijk bijzonder geval van niet-reciprociteit, dat

de tweepoort unilateraal is.

9.3.8. Evenals de andere netwerk-elementen wordt elke transactor geken-

merkt door slechts één parameter.

9.4, Voorbeelden van schakelingen met bestuurde bronnen.

Wij gaan er hierbij van uit dat de spanningen en stromen exponen-

tiéle functies van de tijd zijn waarmee komplex kan worden gerekend.

9.k.1.

b. de vermogensversterking Ap.

fe 2 B
R, + oL’ H Ry + 1/juC
. quR1R2C
= & "
R, - w’LCR, + ju(L R1R2C)
Het ligt voor de hand dat |H|

versterking u.

(=]

Gevraagd: a. de spanningsoverdracht H = 2

1

Fig.148

a. De spanningsoverdracht is te bepalen via spanningsdeling.

evenredig is met de spannings-

Van de spanningsoverdracht kan men els alle circuit-parameters

bekend zijn op de gebruikelijk manier,b.v. een polaire figuur,

tekenen.
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b. Het vermogen dat de bron U1 afgeeft is

- 1
R E w2R1zc?)'U1

Het vermogen afgegeven in R_ is:

2
2 2¢ 2.2
. W R1 C 5 o
Py =2 2 2 . 2 > |U1! ’
(R2 -w LCR1) + 0 (L + R1R2C)
P u2R R (1 + ng 202)
2 _ 12 1
A def 5~ = 2 2 > 2
p 1 (R, - w°LCR,)" + w(L + R.RC)
2 1 172
9.4h.2. al C l:
G1
1
— > L 2
I G
3
+ L
Fig.149
0
L

Gevraagd: de spanning U Wij gaan hiertoe uit van de knooppuntsmethode.

20°
Voor knooppunt 1 geldt:

+ G.)U - G.U

I+ ol = (G, + G)U,, 3%0°

Voor knooppunt 2 geldt:

- al = - G.U,. .+ (G, + Gh)U

3710 3 20’

Terwijl voor de stroom I in G1 geschreven kan worden:
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G1(G3 - aGg)

u.
+ (1 + a)G1Gh + G,y + G0 + G3Gh

aan een ander netwerk en daarvan verder volledig zijn gescheiden,
kan men de stellingen van Thévenin en Norton toepassen. Omdat de trans-
actoren lineair zijn, gelden voor netwerken met transactoren ook de
stellingen van Thévenin en Norton.
Wij moeten er dan in het bijzonder op letten dat het lineaire netwerk
door het losnemen van de verbindingen van de poort met het overige net-
werk, daarvan dan ook geheel gescheiden is. Met andere woorden: een bron
binnen het losgenomen deel mag niet worden bestuurd door een spanning

of een stroom buiten dat deel.

9.4.4. Voorbeeld

Gevraagd: het thévenin-equivalent van de schakeling van figuur
149 gezien aan de klemmen 2 en 0. Wij merken op dat voldaan is aan de
voorwaarden gesteld onder 9.L4.3.
De thévenin-spanning UT is de spanning U20 berekend in § 9.k.2.
De norton-stroom IN volgt na kortsluiten van de klemmen 2 en O uit:

I+al-= (G2 + G3)U10,

I= G1(U - U,.) en

10

IN = G3'U1O - al.

Eliminatie van U10 en I leidt tot
G1(G3 - aG.)

_ 2
N (1 + a)G1 + G, +

I U.

2

1}
H w

HI @

De thévenin-impedantie Zi wordt dan

=

(1 + a)G1 + G2 + G3
+ 02 + GS}Gh

z )G, + {(1 + )G

i (6 +G,y)0y 1

Hiermee is het thévenin-equivalent bepaald.
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Opmerking 1
Zoals in § 2.3 bij netwerken met uitsluitend onafhankelijke bronnen

bleek, bestond er naast de mogelijkheid om de thévenin-impedantie te
vinden als quotiént van thévenin-spanning en norton-stroom nog een
tweede veel gebruikte methode. Het uitgangspunt daarbij was dat indien
voor een bepaald netwerk een thévenin-equivalent gevonden was, dit in-
houdt dat, als alle bronsterkten in het oorspronkelijke netwerk nul ge-
steld werden,het netwerk aan de klemmen zich gelijk moet gedragen als
wanneer in de equivalente schakeling de bronsterkte nul wordt gekozen.
Aan die klemmen neemt men dan de thévenin-impedantie Zi waar. Zodoende
kon men snel Zi vinden, meestal zonder gebruik te maken van maas- of

knooppuntsvergelijkingen.

Opmerking 2

Een dergelijke procedure bestaat ook voor lineaire netwerken die ook
bestuurde bronnen bevatten. Ook daar geldt dat als in het netwerk en in
het equivalent daarvan de onafhankelijke bronsterkten nul gesteld worden
de netwerken zich aan de klemmen (poorten) identiek moeten gedragen. Men
dient hiertoe alle bestuurde bronnen in het netwerk ongewijzigd te laten,
daar bij het bepalen van de thévenin-impedantie uit de poortspanning en
poortstroom, de relatie daartussen bepaald wordt door de stroom- en span-
ningsverdeling in het netwerk, die op haar beurt weer afhangt van de aan-
wezige bestuurde bronnen.

De procedure is dus: stel de bronsterkten voor alle onafhankelijke
bronnen nul, terwijl de bestuurde bronnen in het netwerk blijven opge-
nomen. Sluit op de klemmen van het (niet-passieve) netwerk een oncf-
hankelijke stroom- of spanningsbron aan en bereken dan de corresponde-
rende poortspanning resp. poortstroom. Bereken hieruit vervolgens de

thévenin-impedantie.

Opmerking 3

De onder opmerking 2 genoemde methode om de thévenin-impedantie te be-
palen biedt voor netwerken met bestuurde bronnen i.h.a. geen voordelen

boven die waarbij Zi volgt uit UT/IN'
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Immers wij zullen nu toch steeds een berekening met maas- en knoop-
puntsmethode moeten uitvoeren. Het snel neerschrijven van Zi kan alleen
geschieden voor netwerken met onafhankelijke bronnen. Omdat dit voor

netwerken met bestuurde bronnen zelden mogelijk is, is het raadzaam Zi

steeds te bepalen uit UT en IN.
R
9.4.5. Voorbeeld 1 =By
7
VI
U
g 312_<>
9
2 o2 Fig.150
+
(D
- ]R
K
—00
0
De thévenin-spanning:
Wsp
Uit I = R +R 0 U32 =U - RKI volgt:
a K
uR_ U
U K
I =t zodat U = .
Ra+(1+u)RK 20 Ra+(1+u)RK

De spanning U20 is de thévenin-spanning UT'

De thévenin-impedantie:

1e methode.

Bij kortsluiten van de klemmen 2 en O geldt I = ﬁg-(deze stroom is de
U a
EE volgt

nortonstroom) ,Met Zi =

RR

Z, = 2

. " .
i R+ (1 u)RK

=2
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2e methode

Stel U = 0. Sluit op de klemmen 2 en O een spanningsbron van b.v. 1V

aan (zie fig. 151).

1 — IEa
R
a
3 +
[0
2 I .
- Fig.151
Rk (:j 1wV
+
Ik
. )]
- 0 0
U32 =1
uU32 =
1
I = —
K Ry
U01 = 1+ yu zodat
I =.1LL
a R )
> 1 RKRa
Mt TS T T T en By 7T VOIS Bpy TR (T v R,

K

9.4.6. Zoals blijkt uit de hier gegeven voorbeelden vindt de oplOssing

van netwerkproblemen met bestuurde bronnen vaak op weinig sys-
tematische wijze plaats. Dit is een gevolg van het feit, dat het bij
dergelijke netwerken meestal moeilijk is algemene rekenprocedures aan
te geven. Wij beperken ons daarom tot eenvoudige gevallen waarbi] het
opschrijven van de spannings- en stroomrelaties en het toepassen van de
wetten van Kirchhoff betrekkelijk gemakkelijk is.

Voor meer geavanceerde systematische procedures zij verwezen naar

de colleges Elektrische Netwerken 2 en 3.
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Immers wij zullen nu toch steeds een berekening met maas- en knoop-
puntsmethode moeten uitvoeren. Het snel neerschrijven van Zi kan alleen

geschieden voor netwerken met onafhankelijke bronnen. Omdat dit voor
netwerken met bestuurde bronnen zelden mogelijk is, is het raadzaam Zi

steeds te bepalen uit UT en I .

N
R
9.4.5. Voorbeeld 1 —E—
___J
VI
~0)
3 Q
b .
02 Fig.150
+
0 (
- R
K
| 00
0
De thévenin-spanning:
Wso
Uit I = R +gr 0 U32 =U - RKI volgt:
a K
uR U
N K
I-= zodat U = .
Ra + (1 + u)RK 20 Ra + (1 + u)RK

De spanning U20 is de thévenin-spanning UT'

De thévenin-impedantie:

1le methode.

Bij kortsluiten van de klemmen 2 en O geldt I = %g-(deze stroom is de
a

="

nortonstroom) .Met Zi = volgt

RKRa

VA =T .
i +
i Ra (1 + u)RK
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2e methode

Stel U = 0. Sluit op de klemmen 2 en O een spanningsbron van b.v. 1V

aan (zie fig. 151).

1 D IEa
R
a
uu
2
3 i()
0o
2 I .
>-0o Fig.151
Rk <::::> 1w
+

I

k
Ugy =1 0 0
uU32 =y

1
I = —
K RK
U01 =1+ u gzodat
I =1__.t_L
a R )
* 1 RKRa

Met I = Ia + IK en ZTh =7 volgt: ZTh = Ra P U)RK .

9.4.6. Zoals blijkt uit de hier gegeven voorbeelden vindt de oplossing

van netwerkproblemen met bestuurde bronnen vaak op weinig sys-
tematische wijze plaats. Dit is een gevolg van het feit, dat het bij
dergelijke netwerken meestal moeilijk is algemene rekenprocedures aan
te geven. Wij beperken ons daarom tot eenvoudige gevallen waarbij het
opschrijven van de spannings- en stroomrelaties en het toepassen van de
wetten van Kirchhoff betrekkelijk gemakkelijk is.

Voor meer geavanceerde systematische procedures zij verwezen naar

de colleges Elektrische Netwerken 2 en 3.
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9.5. Enkele bijzondere schakelingen

9.5.1. Voor de schakeling van fig. 152 kan men schrijven I_ = (a - 1)I1

2
en U11, = - RIQ, zodat voor de aan poort 1 waargenomen weerstand
geldt: R11, = —-(a - 1) R.
10 > - —® 2
I1 I2

O IL

Y o,

Fig.152

"C bg'

Indien a > 1,is R < 0. De negatieve weerstandswaarde hangt af van

11"
de waarde van a. Als a = 2 gekozen wordt, heeft de aan poort 1 waarge-
nomen impedantie het tegengestelde teken van de impedantie die op poort
2 is aangesloten; de moduli van beide impedanties zijn dan gelijk.
Conclusie: Met transactoren kunnen de elementen wcerstand, spoel en

condensator nu ook met negatieve waarden worden beschouwd.

De tweepoort van fig. 152 is een bijzonder geval van een tweepoortnet-

werk dat negatieve immittantie convertor wordt genocemd (N.I.C.).

9.5.2. De negatieve immittantie convertor (N.I.C.)

Voor de schakeling van fig. 153 kan men schrijven:

- =1
U1 = uU2 en I1 =3 I

o
De impedantie aan poort 1 gemeten is - paZ. Indien o = % heeft de scha-
keling dezelfde werking als de schakeling volgens fig. 152.

De tweepoort gezien aan de klemmen 1, 1' en 2, 2' heet negatieve immit-
tantie convertor of N.I.C. Zie fig. 154, voor het geval o = 1 .

zodat U1 = WU en g

2
12 = pI1.
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o

o—
+o—> & 8+
o—>'— —<—b
I ig.1
U, N.I.C. u, Fig. 15k
-_ O g 0 —
1! ot

De immittantie-conversie vindt plaats doordat hier het teken van
de stroom wordt omgekeerd. WiJ spreken van een stroom-NIC als u > O.

Voor een spannings-NIC is p < 0.
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Indien het teken van de spanning wordt omgekeerd hebben wij te maken met
een spannings-NIC. Hierbij moet men wel bedenken dat het onderscheid
tussen de twee soorten NIC's wel van de polariteit~en richting-afspraken

wran A
vaili QG

Opdracht: Bedenk een schema voor een spannings-NIC.

Opdracht: Breng in het schema van fig. 153 zodanige veranderingen aan,
dat het netwerk tussen de poorten 1 en 2 zich gedraagt als een

ideale transformator.

Opdracht: Ga na, dat het schema van fig. 152 een bijzonder geval is van
het schema van fig. 153.

9.5.3. De negatieve immittantie-invertor (N.I.I.)

Voor de schakeling van fig. 155 kan men schrijven

LI

+gro

U Z. Fig.155

[\

— e = — —— — -

N I

U, =R,I. en U2 =R.I..
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R1R2

Z

De impedantie die men waarneemt aan poort 1 is- Indien R1R2 =1

(b.v. R1 = R, =1Q) is de primair waargenomen impedantie de negatieve

inverse van de secundaire impedantie.
Vraag: Zijn de NIC en de NII passieve tweepoorten? Zijn zij reciprook?

Opdracht: Verander het schema van fig.155 zodanig dat een positieve im-

pedantie-inversie ontstaat.

Opdracht: Geef een schema van een NII aan dat uitsluitend bestuurde

stroombronnen bevat.

9.6. De gyrator

9.6.1. Een bijzonder geval van de positieve impedantie-invertor ontstaat
1 = - RI = .
als men kilest U1 R - en U2 RI1
De constanten zijn dan reéel en gelijk. Een netwerk met deze eigenschap-
pen noemt men een gyrator (Tellegen, 1948). De practische en theoretische
betekenis van de gyrator 1s zo groot dat men hiervoor een apart sche-

ma gebruikt, zie fig. 156.

L I
O > < O
+ > R < +
Fig.156
U1 U2
- o— -0 —

Merk op dat deze tweepoort gekarakteriseerd wordt door slechts &én

parameter nl.de gyratieweerstand R en dus kan worden opgevat als

een nieuw netwerk-element.
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9.6.2. Het schema van fig. 157 met bestuurde (actieve) stroombronnen is

één van de mogelijkheden tot realisatie van de gyrator.

T Fig.157
___________ J
Voor dit schema geldt: I1 = G1U2 en I2 = - G2U1, hetgeen de duale*) vorm
is van de onder 9.6.1. gegeven vergelijkingen. Hier heet,als G1 = G2 =G,

deze constante de gyratiegeleiding.

9.6.3. Indien een gyrator aan de secundaire zijde wordt afgesloten met
een condensator C met impedantie 1/AC,neemt men aan de primaire

kant waar een impedantie Z(A) = A(R2C).

Deze impedantie is die van een spoel met een zelfinductie L = ch (Ga

dit na). Het is in het bijzonder deze eigenschap van impedantie-trans-

formatie die de gyrator voor de praktijk zo belangrijk maakt. Door mid-

del van een gyrator kan men met een kleine goedkope condensator een dure,

ruimte-eisende spoel nabootsen. Voor geintegreerde schakelingen is dit

perspectief zeer gunstig.

9.6.4. De gyrator is passief

Ondanks het feit, dat de gyrator hier werd gerealiseerd met acti-

ve componenten is het een passief netwerk.

*) Wij bedoelen hier met duaal: I wordt U en U wordt I.
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Immers

u, (t)i, (t) + u (t)i (t)

py(t) + py(t) = u (t)i, o\,

= - Ri (t)i1(t) + Ri1(t)i (t)

2 2

0 voor alle t.

Uit deze identiteit volgt niet alleen dat de gyrator passief is, maar

ook dat hij niet-energetisch is. In dit opzicht is hij te vergelijken

met de ideale transformator die eveneens passief en niet-energetisch is.

9.6.5. De gyrator is niet-reciprook

De gyrator-vergelijkingen zijn:

U1 = - R12

U2 = RI1

.. . - +
In het algemeen schrijft men U1 Z11I1 Z1212

U z I + 7. .1

2 211 2272

Voor de gyrator geldt dus Z =1 5 = 0 en 212# Z Dit laatste ken-

11 2 21°
merkt (zie 9.3.6 b) het niet-reciproke gedrag van de gyrator. In dit

opzicht wijkt de gyrator af van de (reciproke) ideale transformator.

9.6.6. Bij het gebruik van de gyrator in netwerken moet men dezelfde
oplettendheid in acht nemen als bij de ideale transformator. Bij
deze laatste komt men in strijd met de spannings- of stroomwet van
Kirchhoff, indien men beide poorten afsluit met spannings-resp. stroom-
bronnen met willekeurig gekozen bronsterkten. Bij de gyrator doet dit-
zelfde zich voor wanneer men op de ene poort een spanningsbron en op de

andere poort een stroombron aansluit.

Historisch is de gyrator niet ontstaan als een bijzonder electrisch
apparaat, maar als een abstracte entiteit waaraan behoefte bestond om de
theorie te completeren. De eerste realisaties berustten op de werking
van de lorentz-kracht op de electronen in de buitenste schillen van de

elementen van groep VIII in het periodieke systeem.
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Het optredende gyromagnetische effect is goed merkbaar bij frequenties in
het gebied 1 - 10 GHz. Ook werden andere gyratoren gemaakt door een
electrostatische en een electromagnetische transductor mechanisch aan
elkaar te koppelen. Al deze realisaties van een gyrator - die weliswaar
nog niet ideaal zijn - zijn in wezen passief, geheel in overeenstemming
met de ware aard van dit element.

Op practische gronden geeft men bij de huidige stand van de techniek

(1971) de voorkeur aan electronische realisaties bij lage frequenties.

9.7. Lineaire netwerken

9.7.1. Reciproke netwerken

Wij hebben gezien in de hoofdstukken I tot en met VII, dat het
mogelijk is de lineaire reciproke passieve netwerktheorie te funderen
op de elementen weerstand, spoel, condensator en ideale transformator.
Toevoeging van de spanningsbron en de stroombron masgkt lineaire, reci-
proke actieve netwerktheorie mogelijk. Wij beschikken dan over zes ele-
menten, waarvan de eigenschappen vastgelegd zijn met telkens é&n para-

meter.

9.7.2. Niet-reciproke netwerken

Het blijkt dat men voor het funderen van de lineaire niet-reciproke
passieve netwerktheorie slechts é&én nieuw element behoeft te introduceren.
Dit element is de gyrator. Zoals wij hebben gezien, is de gyrator passief
en wordt hij gekenmerkt door slechts é&n parameter (de gyratiegeleiding
G). Door toevoeging van de spannings- en stroombron kan men ook actieve
schakelingen bestuderen. Het ligt in eerste instantie voor de hand te
verwachten, dat men daartoe over zeven elementen moet beschikken, maar
wij zagen al onder 9.6.3. dat met gebruikmaking van een gyrator, b.v. de
spoel als netwerkelement overbodig wordt. WiJj kunnen ook de condensator
overbodig maken wanneer wij van een spoel uitgaan.

Verder gedraagt de secundaire zijde van een gyrator die primair
is aangesloten op een spanningsbron zich als een stroombron, waarmee dit

laatste element overbodig wordt.
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Tenslotte gedragen twee achter elkaar geschakelde gyratoren met
een gyratie- weerstand R1 resp. R2 zich als een ideale transformator
met transformatieverhouding n = R2/R1, zodat nu ook de ideale transfor-
mator niet meer als element behoeft te worden beschouwd.

Ondracht: Tao
vpGraciiv. <

Resumerend kunnen we zeggen dat de theorie dan kan worden gegrond op

vier elementen, waarvoor b.v. gekozen kunnen worden

a. de spanningsbron
b. de weerstand (R > 0)

de condensator

(o]

o

de gyrator .

Met gebruik hiervan kunnen equivalente schakelingen gegeven worden voor
die klasse netwerken, die in de hoofdstukken I tot en met VII werd be-

studeerd en waarbij zes elementen werden gebruikt.

9.7.3. Bestuurde actieve elementen

Wij hebben kennis gemaakt met vier typen actieve lineaire
transactoren, die elk gekarakteriseerd kunnen worden met slechts &&n pa-
rameter en dus in aanmerking komen als element te worden opgevat, indien
men een theorie van lineaire actieve netwerken wil funderen.

De vier transactoren zijn evenwel niet onafhankelijk. Schakelt
men de secundaire poort van een spannings-stroom-transactor aan de pri-
maire poort van een stroom-spannings-transactor,dan ontstaat een span-
nings-spannings-transactor. Schakelt men op dezelfde wijze een U-I-trans-

actor achter een I-U-transactor,dan krijgt men een I-I-transactor. Zo be-
zien zijn dus slechts de transactoren van fig.142 en 145 als elementair op te

vatten. Indien men echter iedere poort van bv. een U-I-transactor aansluit op

een gyrator, dan verkrijgt men de I-U-transactor.,

Wij zien nu dat een keuze van combinaties van elementen mogelijk is. Wij
kunnen bwvoarbeeld beslissen dat wud de gyrator, de U-I transactor, de
spanningsbron, de weerstand en de condensator als basis—elementen zullen
beschouwen en dan alle andere tot nu toe ingevoerde elementen hieruit con-
strueren. Maar wij weten dat de gyrator kan worden verkregen (fig. 157)
uit twee parallel geschakelde U-I transactoren, zodat het lijkt alsof wij

slechts nodig hebben de spanningsbron, de U-I transactor, de weerstand en
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de condensator om alle andere netwerkelementen te kunnen construeren.

Op dit punt beland moeten wij echter oppassen. Het is namelijk zo, dat als
wid de volledige schakeling van een I-U transactor tekenmen, die moet worden
gevormd uit een U-I transactor in combinatie met een uit U-I transactoren
bestaande gyratorschakeling, blijkt dat de schakeling een stroombron bevat
in serie met een open tak, alsmede een andere stroombron die een gelijke
sterkte moet hebben als een uitwendige stuurstroom. Zo'n schakeling is in
strijd met de wetten van Kirchhoff en heeft derhalve theoretische noch
praktische betekenis.

Dit voorbeeld toont aan dat zodra wij speciale netwerkelementen langs
elektronische weg — m.b.v. actieve schakelingen - willen maken zich
allerlei nieuwe problemen voordoen. Desondanks zijn het elektronische
ontwerp en de realisatie van speciale netwerkelementen zeer boeiende
activiteiten, die in de hogere jaars colleges en practica aan de orde komen.

In het college Elektrische Netwerken 3 zullen wij een ander actief netwerk-
element behandelen, de z.g. nullor, waarmee het mogelijk zal zijn deze
aspecten beter te begrijpen en in hun juiste verband met de elektronische
praktijk te brengen. Het zal dan blijken, dat slechts vier elementen, n.l.
de nullor, de weerstand, de condensator en de spanningsbron nodig zijn om
iteder gewenst lineair netwerk op te bouwen. Voorlopig moeten wij ons
tevreden stellen met de volgende bewering:

Resumerend uit het voorgaande kunnen wij stellen, dat de theorie van de
lineaire actieve netwerken kan worden gegrond op de wetten van Kirchoff
en de vijf elementen:

a. de spanningsbron

b. de weerstand (R > 0)

c. de condensator (C > 0)

d. de gyrator

e. de spannings-stroom-transactor

*) Noot bij blz. 2L6.
Er zijn ook verboden verbindingen analoog aan die, behandeld in para-
graaf I.7.3. Het aansluiten van bv. een spanningsbron met willekeurige
sterkte op de poorten 2 van de transactoren van fig.1Llh resp. 145 is

niet toegestaan. Poortspanning u,. wordt bepaald door de sturende groot-

2
heid u1 of i1. Dit unilaterale karakter van de transactoren komt tot
uitdrukking in het eenzijdige vermogenstransport.
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10, VRIJE TRILLINGEN EN KOMPLEXE FREQUENTIES

10.1. Inleiding

De beschrijving van het gedrag van een netwerk geschiedt in eerste
instantie met zogenaamde differentiaal-vergelijkingen. Een eenvoudig

voorbeeld hiervan vinden wij aan de hand van figuur 158.

R

Fig.158 ult) > A’ u,

| o V_

De spanningswet van Kirchhoff geeft hier
u(t) = Ri + uo-
Indien wij beide leden van deze vergelijking é&nmaal differentidren volgt

du(t) _ p di(t) , i(t) | (1)

dt at C

Indien u(t) bekend is, hebben wij hier een vergelijking in i(t); omdat

in deze vergelijking differentiaalquotiénten voorkomen, spreekt men van

een differentiaalvergelijking. De hoogst voorkomende afgeleide bepaalt

de zgn. orde van de lineaire differentiaalvergelijking. Hier is de d.v.

van de eerste orde. Men spreekt in dit verband wel van een eerste-orde-
netwerk.

Er bestaan methoden om dergelijke vergelijkingen op te lossen. Voor
sinusvormige veranderlijken hebben wij in hoofdstuk L oplossingen gegeven
waarbij een dergelijke differentiaalvergelijking in het tijdsdomein (alle u
en 1 zijn functies van de tijd) eerst werd getransformeerd in een alge-
braische vergelijking, met komplexe coéfficiénten, in een frequentie-domein,
en dat vervolgens de oplossing vanuit het complexe gebied weer werd terug
getransformeerd naar het tijdgebied. Het is duidelijk dat deze oplosmethode
alleen kan worden toegepast voor signalen, die sinusfuncties of exponentiéle

functies van de tijd zijn.
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De oplossing voor de gevonden differentiaalvergelijking wordt mede

bepaald door u(t). Wij zullen nu eerst het gedrag van het netwerk onder-
\
)

mmalam ol e o+ - n N~ A3
LOUCKCECIL a4ldS u\u = Ue. UE Ul

ai i
a "rRe -0 (2)

Een dergelijke vergelijking,waarbij de excitatie u(t) = O,noemt men een
homogene differentiaalvergelijking. Uit de theorie van de d.v. blijkt dat
voor het oplossen van onze oorspronkelijke vergelijking de oplossing van
deze homogene vergelijking van grote betekenis is.

Het is duidelijk, dat aan vergelijking (2) voldaan wordt door i = O.

Deze oplossing is triviaal en wij interesseren ons ook voor Eig&:}{ixig}g
oplossingen. Wij kunnen ons voorstellen dat bij een bronsterkte u = 0
(zie schema 159) toch stroom in het netwerk kan vloeien,nl. als de con-

densator op het moment dat wij het netwerk beschouwen, lading bevat.

R
—— 1+ AT

Fig.159 T c

De condensator zal zich ontladen over de weerstand. Men zegt dat het net-
werk dat, met alle bronsterkten nulgesteld, en dat verder niet van buiten

beinvloed wordt, vrije trillingen vertoont. Dit in tegenstelling tot het

netwerk van fig.158, waar de spanningsbron u # 0 het netwerk een responsie

opwekt, de zgn. gedwongen trilling. Wij kunnen het netwerk van fig.159 ver-

gelijken met een massa m, die vrij over een ruwe tafel glijdt zonder dat

[ . . PR TR . -3 a i~
TijVing Fw werken. Zie fig.160.
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Fig.160

WE

—==

R PR S B A e cemac Sera s mesaaanam Al s smmdt A mama
wlJ veronacrsuvellcil uc wi il jviily cvolllculyg lINcecu uc Slel

F = -k v,
\
met F=ma of F = m%% volgt
dv
— + = . 3
m at kv 0 (3)

Wij krijgen hier een vergelijking van hetzelfde type als (2). Evenzo als
de condensator zijn elektrische energie %Cu2 verliest, zal de bewegende
massa haar kinetische energie %mv2 verliezen.

Een ander mechanisch voorbeeld is een schommel of een snaar die men
een uitwijking geeft ( een beginenergie geeft) en die men verder aan zijn

lot overlaat, en waaraan verder geen energie van buiten meer wordt toe-
gevoerd. De beweging van de schommel of snaar onder deze omstandigheden

noemen wij dan een vrije trilling.
Net zo zullen wij spreken van een vrije elektrische trilling in het

schema van fig.159. Het is duidelijk dat de vrije trilling bepaald wordt
door de elektrische beginenergie op de condensator en de eigenschappen
van het netwerk, op dezelfde manier als dat in fig.160 het geval is met
de (kinetische) beginenergie van de massa en de mechanische eigenschappen
van het systeem.

De vrije trillingen vindt men door het beschouwen van de homogene
differentiaalvergelijking. Alle voor het netwerk karakteristieke eigen-
schappen zijn in deze homogene d.v. begrepen. Alle voor de bronnen ken-

merkende eigenschappen zijn buiten beschouwing gelaten; alle bronsterk-
ten zijn nul gesteld. D.w.z. onafhankelijke spanningsbronnen zijn vervangen

door kortsluitdraden en onafhankelijke stroombronnen zijn vervangen door

open takken. Evenals bij de beschouwingen van § 9.4, blijven de bestuurde
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10.2. Oplossing

Het oplossen van de homogene vergelijking

%% + §E = 0 kan als volgt geschieden, door scheiding der variabelen.
ai _ _|av
i RC®
1n i = -jL + ki t dat
ni=-ga onst. zoda

de vrije trilling wordt beschreven door:

(4) i = Ae-t/Rc, waarin A een nog te bepalen integratie-constante is.

Zoals uit het voorgaande blijkt is er alleen sprake van een (niet nul-
zijnde) vrije trilling als de condensator (zie fig.159) lading bevat.
Veronderstellen wij nu, dat op het tijdstip t = O, uC(O) = U, dan zal de
stroom i op dat tijdstip i(0) =_.% zijn. Men noemt dit een begin-
voorwaarde. Indien vergelijking (L4) het gedrag van i beschrijft,moet
daaraan ook voldaan zijn voor t = 0,zodat daarmee volgt

__U . i._U _-t/RC
A=~ R en 1 = - R e .

Dit is de oplcssing van de homogene d.v. in 1 en geeft de vrije trillingen

Deze is geschetst in fig. 161. veer.

LA

/

/ Fig.161

De t-as wordt, door de raaklijn aan de karakteristiek in het punt t = O,

gesneden in het punt t = 1, welk gelijk is aan RC.
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di(t) U di(t) U/R
{ } = — en { } = ~—— =p 1 = RC.
dt t=0 R2c dt £=0 T

Opgave: Toon aan dat de dimensie van T die van tijd is.
Opmerking: Men noemt T wel de tijdsconstante van het circuit; 1 1is een
maat voor de snelheid waarme de vrije trilling uitsterft.
In 1 s sterft het verschijnsel uit tot %'x de oorspronkelijke
waarde op t = 0.
N.B. Wij merken nogmaals met nadruk op, dat het hier slechts de oplossing
van de homogene vergelijking betreft.

In Elektrische Netwerken II zullen wij de algemene oplossing van de

niet-homogene vergelijking geven.

10.3. Een andere oplossingsmethode

Lineaire differentiaalvergelijkingen
zijn vergelijkingen waarin wél termen met QEE , dus tot de eerste macht,
at”
voorkomen maar geen functies van die differentiaalquotiénten of van x zoals

2

2
ax of lnciﬁ) of x Qﬁ_, verschijnen. Als de coéfficiénten van deze
dt2 dt dt

afgeleiden onafhankelijk van t zijn, heten de d.v.lineair met

constante coéfficiénten.
Voor lineaire differentiaalvergelijkingen met constante coéfficiénten

heeft Euler gesteld dat zij exponentié&le oplossingen hebben, oplossingen
dus van het type Ae At. Wij maakten hiervan reeds gebruik in hoofdstuk IV.

De homogene vergelijking

%% + ﬁ% = 0 1is een lineaire d.v. met constante coé&fficiénten.

Substitueren wij 1 = Ae)‘t dan vinden wi]

d Aekt + Ae)‘t =0 of
dt RC ’
AAeAt + —L-Aext =0, zodat voor Aext # 0 of 1 # 0 volgt,
RC
A+ = = 0.
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Deze vergelijking die de karakteristieke vergelijking van de d.v. heet,

‘o . 1
bepaalt de exponent van de exponentiéle functie, Met A = - — volgt

RC
1= Ae-t/RC.

Voor de bepaling van de integratie-constante A volgt men dezelfde pro-
cedure als hiervoor. De karakteristieke vergelijking is van de eerste

graad omdat wij hier een netwerk van de eerste orde analyseren.

10.4, Uitbreiding van het frequentie-begrip

a. De grootheid A = = E%-was in ons voorbeeld een re&el negatief
getal en gaf aanleiding tot een uitstervend verschijnsel volgens
fig. 161.

b. Indien de wortel van de karakteristieke vergelijking reeél en
positief was geweest, hadden wij een onbeperkt toenemend Qer-

schijnsel gekregen als in fig. 162,

i

?

Fig.162
- pett/RC
__€>t
c. Een karakteristieke vergelijking
X2 + w2 =0

heeft imaginaire wortels en leidt tot vrije trillingen, gevormd

door combinaties van termen van het type Ae-'Jmt en Be+3wt.
Met de stelling van Euler:
ed% = cos(a) + j sin(a) volgt, dat wij sinusvormige oplos-

singen zullen vinden (zie fig.163).
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i/r Fig.163

T/ " =

AN

Jwt

De grootheid w in een term Ae hebben wij de hoekfrequentie ge-
noemd. Wij zouden de grootheid jw een "imaginaire" frequentie kun-
nen noemen. Een grootheid als onder 10.Lk.a. A = ?%—zouden wij dan
een redéle frequentie kunnen noemen. Maar het is beter beide op te

vatten als bijzondere gevallen van een zgn. komplexe frequentie.

d. De karakteristieke vergelijking

A2 +2x+2=0

heeft de toegevoegd komplexe wortels
= =1+]
A1 J

Ao

-1-3.

Wij zien hier ) komplexe waarden aannemen en in verband met wat
hiervoor gezegd is,zullen wij deze grootheid een komplexe fre-
quentie noemen. De onder a, b en c genoemde reéle en imagi-
naire grootheden zijn dan op te vatten als bijzondere gevallen
van het algemenere begrip komplexe frequentie.

Wat moeten wij ons voorstellen bij een frequentie als bv. A, = -1+4j

1
Volgens de methode van Euler om differentiaalvergelijkingen op te lossen

.. -14] . . . . .
zijn er termen als Ae( 1+3)t in de oplossing aanwezig. In fig.16L4 is ge-

tekend f(t) = Re{Ae(—1+j)t}.

Een komplexe frequentie A = -1+] gaat dus gepaard met een exponentieel
uitstervende trilling. Wij komen dit in de praktijk tegen bij een snaar,
die als hij is aangeslagen vriJ uittrilt. Ook het voorbeeld van de
schommel, die men na deze een

1ikino te hebben gegeven. aan z1
v1Jking te hebben gegeven, a

overlaat, kan men beschrijven met een dergelijke komplexe frequentie,



Par.10.5. 269

N\
AN f(t)
A 3
'\\
~N
N
~
\\\
\\
0 ////;:>-;\\\\\
——/’/’
- —> ¢
—
—
-
e
7 Fig.16L
4

s

Het is duidelijk dat wij hier te maken hebben met een gedempt verschijn-
sel, omdat Re()) < O.
Als Re(A) = 0 is het verschijnsel ongedempt (zie sub 10.Lc).
Indien Re(A) > 0 zullen wij te maken hebben met een exponentieel toe-
nemend signaal.

De komplexe frequentie X zullen wij schrijven als

A =0 + jw,

o = Re()) noemt men de dempingsterm
w = Im()A) noemt men de (reéle) hoekfrequentie.
Conclusies

Bij de studie voor het gedrag van netwerken nemen de vrije trillingen

een belangrijke plaats in; daarmee samenhangend komt het begrip

karakteristieke vergelijking naar voren en naar aanleiding daarvan

ontstond de behoefte aan het invoeren van een komplexe frequentie.

10.5. Uitbreiding van het begrip impedantie

Een redle stroom i(t) = |I|e0tcos(wt + ¢) kan worden opgevat als

de superpositie van de komplexe stromen
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*
t .
11 e)‘t en 3 *e met A =0 + Jjuw.

#
Dus i(t) = %(Iext + I*ex t).

Een dergelijke vorm is uiteraard ook voor een spanning

u(t) = IU]eOtcos(mt+9) te geven.

Als alle stromen en spanningen in een netwerk van exponentigle vorm zijn,
dan gelden evenals in hoofdstuk 4 de wetten van Kirchhoff voor de kom-

plexe (en constante) stromen I en U.

Dus n m
z Ike)\t =0 en z Uke)‘t = 0,
k=1 k=1
n m
impliceren I Ik =0 en L Uk = 0.
k=1 k=1

De begrippen impedantie en admittantie blijven geldig daar:

a. uge't = RIReAt=> U = RI.
a1,
b U e)‘t =L —L
‘ L dt
= ALI eXt=# U. = ALI. en Z_ (X) = AL
L L L L - )
IC 1
c. evenzo volgt UC =5c en ZC (\) = -

d. voor de gekoppelde spoelen gelden dan de vergelijkingen

U, = AL I1 + AMI

1 1 2

U2 = )\MI1 + ALgIzc

Steeds geldt U = Z(A) I en I =Y(x) U.
Omdat de grootheden R, L, C en M reeél zijn,geldt

¥*
z(A*) = {z(\)}.

Uit het superpositie beginsel volgt dat, indien alle stromen en span-
ningen in een netwerk reéel zijn en van de vorm [A|eOt cos(wt + ¢),
het verband tussen spanning en stroom wordt gegeven door vergelijkingen

van de vorm
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A¥g
u(t) = 3 (z 1'% z*r%t )

Re(Z Iext) = e0t|Z Ilcos(wt + ¢ + 6)

waarin ¢ = arg{I} en
S] arg{Z}.

Wij zien dat het begrip impedantie Z(jw) dat wij steeds gehanteerd heb-
ben is uit te breiden tot een begrip impedantie Z(1).
%Z(jw) wordt aldus gezien als een bijzonder geval van Z(A) . Deze complexe

rekenwijze is geheel isomorf aan die welke wij vroeger hebben gebruikt.

Voorbeeld:
R
+ A
U + L Fig.165
-V
. At
gegeven i(t) = Re(Ie" ). gevraagd: u(t).
oplossing
U= (R+ L) I
u(t) = Re((R + A1) Te'Y)

. + 3 '
= Re((R + oL + juL) |T] eJ¢eOt Jwt), waarin ¢ = arg(I).
= |I|eUtRe[{(R + oL) + juwL} e‘](mt * ¢))

a(8) = 1] AR + o1)2 + wL? coslut + ¢ + 8)
_ wL
met 6 = arctan R+ oL *

Men ziet dat wij hier volgens dezelfde procedure te werk gaan als vroeger,

maar dat de berekening wat gecompliceerder wordt door de invoering van o.

'
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10.6. Impedantie, admittantie en vrije trillingen.

+ [:g:] E L

n
u C) :T . Fie.166

Lo
b

10.6.1. Wij veronderstellen dat de spanningsbron in fig.166 een bron-
sterkte heeft die een exponentiéle functie van de tijd is.
Wij kunnen dan voor I schrijven:

I=Y(A)U

I= ) AC U.
A"LC + ARC + 1

Men noemt de co&ff. van U (hier een admittantie) een netwerkfunctie.
Indien wij de in dit netwerk mogelijke vrije trillingen willen onder-
zoeken betekent dit dat wij de bronsterkte U = 0 moeten stellen. Indien
bij bronsterkte nul, niet nul-zijnde stromen aanwezig zijn, kan dit alleen
als de noemer van Y()A) nul is. Alleen voor die waarden van A die voldoen

aan
P()) = A2LC + ARC +1=0

kunnen vrije trillingen bestaan. De noemer van Y(A) geeft hier de karak-

teristieke vergelijking van de vrije trillingen in dit netwerk. Immers,

is (A2LC + ARC + 1)
AC

I = U, dan geldt als U = 0 terwijl I # 0, dat

P(A) = 0. Men noemt P()A) de karakteristieke polynoom.

Wij zien, dat de karakteristieke vergelijking van de tweede graad is.
Wij hebben hier dus te maken met een tweede-orde-netwerk. Dit wordt ook
duidelijk door het netwerk van fig.166 te beschouwen; wij zien dat on-
afhankelijk van elkaar de elektrische veldenergie van de condensator

W, =13cClu 2 en de magnetische veldenergie van de spoel W_ = LI 2
c c '

L
kunnen worden gekozen. Uit de karakteristieke vergelijking volgt

dat er twee mogelijke waarden voor A zijn (A1 en Ae met Al = AZ); wegens



Par.10.6. 3. 273

- . . At At
het superpositie beginsel 1s de stroom van de vorm Ae 1 + Be 2 .
Hierin zijn A en B nog te bepalen en Om deze te bepalen moeten twee an-
dere gegevens beschikbaar zijn; hiervoor kan men b.v. kiezen de waarden

van de magnetische en elektrische energieen op het tijdstip t = O.

10.6.2. Indien in fig.166 oP de klemmen a en b een stroombron aangesloten
was geweest, hadden wij in overeenstemming met 10.6.1. kunnen

Z(r) I of

schrijven U

U = (AQLC + ARC + 1) I
AC ‘

Anders geschreven: ACU = (A2LC + ARC + 1)I.
De vrije trillingen treden op als I = 0,is terwijl U # 0. Dit kan alleen
als AC nul is, d.w.z. de noemer van Z(A) = 0 is.
Voor die waarden van A, die voldoen aan
xC = 0,
kunnen vrije trillingen bestaan. De noemer van Z(X) geeft voor dit geval
de karakteristieke vergelijking.
Wij zien dat

a. de karakteristieke vergelijking nu een andere is dan eerst. Dit is
uiteraard een gevolg van het feit dat we een ander netwerk onder-
zoeken.

b. de graad van de karakteristieke vergelijking één is. Wij hebben nu
dus te maken met een eerste orde netwerk. Hoewel dit aanvankelijk
vreemd 1ijkt (wij hebben immers een L en een C en we zouden dus
twee beginvoorwaarden verwachten) is het toch duidelijk dat wij in
dit geval de stroom door de spoel niet meer vrij kunnen kiezen om-
dat deze bepaald wordt door de bronstroom. Wij kunnen alleen de
condensatorenergie vrij kiezen. Daarom is het netwerk van de eerste

orde.

10.6.3. Uit deze beschouwingen blijkt dat de vrije trillingen bepaald

worden door de teller en de noemer van de functie

Yoz of T =Y(A).

De frequenties van de vrije trillingen noemt men de eigenfrequenties van
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het netwerk. Wij zullen de betekenis van Z()) aan de hand van enkele

voorbeelden nader toelichten.

10.6.4. In hoofdstuk V analyseerden wij zuiver reactieve netwerken zoals

in fig.167. L,
L1
o— Y YV l—O0Db
a
Fig.167 II
A(L+L+x2LLc) ¢
1 2 172
Zap(M) = 2
1+ 2 L.C
2
Zab wordt nul voor X1 =0 = Jm1
+
en voor AL =3 —J—"Eg = Jjw
2 -9 TILC I,
172
en voor A, ==V E!:_EE =]
n 3 YV TLC 03
172
7 . = voor A =] ! = J
ab 4 J?Lei J0),
n Ao == ] = jw
€ 5 J7LZC %%
re= = Jug .

Wij zeggen dat Ais A, en A3 de nulpunten van Zab(x) zijn terwijl Ay AS

en A\, de polen van Z_, (X) zijn.
6 ab
In het genoemde hoofdstuk besteedden wij alleen aandacht aan die hoek-

2
Op grond hiervan konden wij met gebruikmaking van het theorema van

frequenties, die voldeden aan w > O, dus aan Wy W, €N ) en we.

Foster fig.168 geven.
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Fig.168

[2(ju) | T

De nulpunten worden aangegeven met O, de polen met x. De polen van Zab
zijn de frequenties van de vrije trillingen (eigenfrequenties) van het
netwerk dat getekend is in fig.167 dus met open klemmen a en b.

De nulpunten van Zab (de polen van Ya ) zijn de eigenfrequenties van het

b
netwerk dat bestaat als in fig.167 de klemmen a en b worden kortgesloten.
(Ga deze beide uitspraken na aan de hand van 10.6.1. en 10.6.2.).

Het is duidelijk dat de polen en nulpunten van z, (X) bepalend zijn voor

het gedrag van het netwerk. Met gebruik maken vanbhet theorema van Fos-
ter kon voor dergelijke reactieve schakelingen de reactantie als functie
van w worden geschetst, zodra de ligging van de polen en de nulpunten
bekend was. Het ligt nu voor de hand het onderzoek naar de betekenis van
de polen en nulpunten uit te breiden naar niet zuiver reactieve schake-

lingen. Daarbij zullen wij gebruik maken van het zgn. komplexe frequen-

tievlak, waarin de polen en de nulpunten van de te onderzoeken functie
worden afgebeeld.

Voor het netwerk van fig.167 vonden wij de polen en nulpunten van Zab(k).
In fig.169 zijn deze afgebeeld in het komplexe frequentievlak.

In dit geval liggen de polen en de nulpunten alle op de imaginaire as
omdat wij hier een schakeling zonder demping (o = 0) hebben.

Voor het geval van fig.158 is

ARC + 1

Z(A) = " .
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Jw
ng
A-vlak

%m

Fig.169 jw3

Het corresponderende beeld in het A-vlak geeft fig.170.
Jw

A-vlak

Fig.170

Voor Y(A) vinden wij het beeld in fig.171. )
Jw

A-vlak

Fig.171

De pool van Y()A) bepaalt de frequentie van de eigentrilling van het net-
werk blj kortgesloten klemmen.
Als wi) tenslotte het beeld van Y()) onderzoeken voor de schakeling van

fig.166 dan is het duidelijk dat er twee polen zijn; afhankelijk ervan
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of R202 - LLC groter, gelijk of kleiner is dan nulyzullen wij vinden reéle

en verschillende polen, reéle samenvallende polen of toegevoegd komplexe

polen. Zie fig.:!T2.

Jw Jw 5w
Fig.172 I
i
|
(V4 O _A 1 N
;( 7\ Y 0 * T o | Y o
|
|
|
diser >0 discr = 0 disecr.< O
a) b) c)

Wij zullen deze drie gevallen in § 10.7. nader onderzoeken.
Er vallen enkele opmerkingen te maken:
a. Alle polen en nulpunten liggen in het linker-halfvlak of op de
imaginaire as (o < 0).
Dit is een gevolg van het feit dat wij met passieve schakelingen
te maken hebben, waar vrije trillingen uitdempen. Bij zuiver reac-
tieve schakelingen blijft de vrije trilling bestaan.
Dit is een grensgeval., Voor o > O krijgen wij signalen die met de
tijd in sterkte toenemen en die alleen in actieve schakelingen
(met bv. transistoren) kunnen optreden.
b. Het polen en nulpuntenbeeld is symmetrisch t.o.v. de redle as.
Dit zal steeds zo blijven. Het is een gevolg van het feit dat alle

elementwaarden redel zijn.(Ga dit na).
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10.7. Vrije trillingen in een tweede-orde systeem.

10.7.1. In hoofdstuk VI bezagen wij al een tweede-orde systeem. Wij

zullen nu het netwerk van fig.173a nader onderzoeken,

+/\ | . +/\\Il{ \L:

-V -V
fig.173a £ig.173b

en ons beperken tot de vrije trillingen daarvan, d.w.z. wij stellen de
bronsterkte = 0 en krijgen zodoende fig.173b,

Hierin is de condensatorlading vrij te kiezen en onafhankelijk daarvan
de spoelstroom. Twee energie&n zijn onafhankelijk van elkaar te kiezen,
Immers als UC een va§te waarde op een bepaald tijdstip wordt toegewezen,

dan ligt weliswaar dlL op dat moment vast, maar i_ z&lf op dat tijd-

L
stip is dan nog nietdtbepaald. Deze kan dus onafhankelijk van u worden
gekozen.
i, = C du i, = Gu en Eié =32
c at G at L’
C i o+ =
met 1C lG 1L 0 volgt
du du u
C——+G—+—-=0
dt2 dt L

Wij onderzoeken onder welke voorwaarden een exponentiéle oplos-

sing mogelijk is, Stel u = Uekt,
dan is (CA° + G) + %] ve* = 0 voor alle t.

De karakteristieke vergelijking is

CAE + GA + %-= 0.
S S—
. -G G S 1
= — 4 — -
De wortels daarvan zijn A1’2 5c + v/(QC] Ic
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Er zijn twee exponentiéle oplossingen mogelijk nl.

)\1t 1

en 3 U eAEt

3 Ue 5 .

1

Als gevolg van de superpositie is ook mogelijk

=1 ALt Aot
u(t) = 3(u,e"1” + U2,

Hierin moeten U1 en U2 nog worden bepaald. Dit is mogelijk, omdat wij
twee beginvoorwaarden hebben, nl. uC(O) en iL(O) als wij bv. op het tijd-
stip t = 0 de energieverdeling in het netwerk kennen. Er zijn twee be-
ginvoorwaarden nodig, omdat de karakteristieke polynoom van de tweede

graad is.

Bij de oplossing van dit vraagstuk, doen zich verschillende gevallen voor

afhankelijk van de waarde van de discriminant

D=(2%)'ilc” nl.D>0, D=0 enD<O.

10.7.2. Het geval D > 0; het aperiodische geval.

De oplossing van u(t) bestaat uit de som van twee exponentigle
functies met reéle exponenten.
ALt ALt
e 1

+ A e 2.

u(t) = A1 o

De beginvoorwaarde u(0) = uC(O) opt = 0 geeft

A1+A2=uc(0). (1)
Voor de spoelstroom kan worden geschreven iL = —(ic+ iG) zodat

. _ ALt ALt

i(t) = ~(G+2,C) A" = (G +2,C) Ae 2.

De tweede beginvoorwaarde op t = 0 geeft

(0). (2)

A (A1:1A2)C {(c + XQC)uC(O) + iL(o)} en
A, = o :TA G {(G + )\1C)uc(0) + iL(O)}‘
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Substitutie van A1 en A_ in de vergelijkingen voor u(t) geeft de oplos-

2
sing van de homogene differentiaalvergelijking in u(t).
Zouden wij om de gedachten te bepalen de volgende waarden kiezen:

C=2F, G=55 enL = 3H, terwijl voor de condensatorspanning

uC(O) = -1V en de spoelstroom iL(O) = -11A gekozen wordt, dan zal de
karakteristieke vergelijking worden
2

- = _1
A1 = -2 en A2 5
Dan is
-2t -3t
= +
u(t) A1e A2e
Met u(0) = A1 + A2 = -1 en met

1L(o) = -hA1— A, =
volgt A1 =L en A2 = -5, zodat de oplossing van de homogene differen-
tiaalvergelijking luidt

1 -
ne~2% _ Se et V.

u(t) =

Deze functie u(t) is geschetst in fig.17Tk.

Fig.17h,
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e

Wij zien dat weliswaar het teken van u(t) &émmaal verandert maar dat er
eigenlijk geen sprake is van een trilling in de ware zin van het woord.
Niettemin spreken wij ook in dit geval van een vrije trilling, net als
bij een eerste-orde systeem (zie § 10.1.).

De trilling is overgedempt en aperiodisch.

Merk op dat de eigenfrequenties corresponderen met de polen van Y(A) ter-
wijl deze in het complexe frequentievlak liggen als in fig.172a.

10.7.3. Het geval dat D = 0; het kritisch gedempte geval.

De beide wortels vallen samen en zijn negatief reéel:

A1 = AQ (=x).

Volgens de procedure onder 10.7.2. zou u(t) bestaan uit

At At

u(t) = A" + A of

u(t) = (A, + A) e)‘t enmet A = A + A
1 2 1 2

u(t) = AeXt.

Er zou hier maar sprake zijn van é&n integratie—constante A in plaats
van twee. Dit is in strijd met het feit,dat het hier toch een tweede
orde systeem betreft.

Hier ligt dus een probleem.

Uit de theorie van de differentiaalvergelijkingen blijkt dat

wij in dit geval een andere aanpak nodig hebben. Wij komen op dit pro-
bleem in het volgende studiejaar terug. Het zal dan blijken dat het ver-
loop van u(t) niet wezenlijk verschilt van het verloop geschetst in fig.

174 van het aperiodische geval, mits het netwerk passief is.

10.7.4. Het geval dat D < 0; het periodische geval.

De oplossing voor u(t) bestaat uit de som van twee exponenti&le

>
n
Q
!
()
€
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u(t) = A1e(c+Jm)t+ A e(c—Jm)t,
u(t) = eot{A1ert+ A e—Jwt}.
. v . -juwt Jwtq ¥
Nu is u(t) een reéle functie en e = {e'""} voor alle t
P 13
zodat A, = A%

Stellen wij A, = A dan volgt

1
u(t) = eOt{AeJMt+ A*e—Jth

ofwel
u(t) = 2e0tRe{Aert}a
u(t) = 2¢%%|alcos(ut + ¢)
¢ = arg A.
Sellen wij 2|A| = |U]|,dan volgt

u(t) = |U|e0tcos(wt +¢).

Volgens de oplossing van de karakteristieke vergelijking is o = - é% < 0,

zodat de oplossing een gedempte trilling is met een frequentie
m=vi-¢?.

LC 2C
In de oplossing u(t) = lU|e0tcos(wt + ¢) volgen o en w uit de wortels van
de karakteristieke vergelijking, daarentegen moeten de waarden |U| en ¢
nog bepaald worden. Daartoe hebben wij de beide beginvoorwaarden nodig;
dit is een gevolg van het feit dat we met een tweede orde-systeem te

maken hebben. Indien op t = O bekend zijn uC(O) = u(0) en i_(0) kunnen

L
wij schrijven

u(0) = |Ulcos(¢) ; (1)

voor de spoelstroom iL(t) geldt

-

—~

o

—
I

‘L = -iG(t) - 1i.(t)

C

—G!U|eOtcos(wt + ) - oC!Ulthcos(wt +¢) +

[ N

t=
—~
ct
—
]

+ wC[UIeOtsin(wt +¢),
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iL(O) = -|U|{(G + oC)cos(¢) - wC sin(¢)} ; (2)
uit (1) en (2) volgt
1 . 3
lul = = ({(c + oChu(0) + 1L(0)}2 + {uC u(0)}9)?
en . o€ 1(0) i (0) + (G + oC)u(0)
¢ = 5~ arctan G + oC)u(0) + iL(O) = arctan oC a(0) .

Kiezen wij bv. de volgende numerieke waarden:

2
C=3F, G=15 enlL = 57-H,

terwijl voor de condensatorspanning uC(O) = 2V en de spoelstroom iL(O) = 0A
gekozen wordt,dan zal de karakteristieke vergelijking worden

xg +2x + 37 = 0.
De eigenfrequenties zijn A1’2 = -1+6] (o < 0).
De algemene oplossing is

u(t) = e_t(Ae+6jt + A*e_6jt] met 2|A| = |U|

= |u|e Feos(6t + ¢).

Wij moeten nu nog bepalen |Ulen ¢.
Opt=01is u(0) = [Ul cos ¢. Voor de spoelstroom kan worden geschreven

(t)

“lule™? cos(6t + ¢) - 3{-|Ule Ccos(6t + ) - 6|ule Csin(6t + ¢)],

i (0) -3|U]cos(¢) + 3|U| sin(¢).
Met de gegeven beginvoorwaarde volgt dan

|U|cos(¢) = 2 en -3|U|cos(¢) + 3|U|sin(¢) = O.
3 T2

zodat de oplossing van de homogene differentiaalvergelijking voor dit

Hieruit volgt ¢ = arctan (éJ en |U|=

periodische geval luidt
- 1
u(t) = 2e tcos(6t + arctan g—).

Deze functie is geschetst in fig.175.
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u(t)Tg.

D SAVA N

Wij zien, dat hier wel sprake is van een trilling (gedempt) in de ware
zin van het woord. Deze vrije trilling is periodisch. Merk op, dat de
eigenfrequenties corresponderen met de polen van Y(X) terwijl deze in het

komplexe frequentie-vlak liggen als in fig.172c.

10.8.

10.8.1. Tot dusverre beschouwden wij eenvoudige netwerken en onderzoch-
ten de spanning-stroom relatie aan een klemmenpaar; wij onder-
zochten Z(A) en Y(A) van netwerken waarvan het gedrag kon worden be-
schreven met één differentiaalvergelijking.
Bij het analyseren van een meer ingewikkeld lineair netwerk (volgens bv.
de maas—, of knooppuntsmethode) wordt in het algemeen een stelsel lineaire
differentiaalvergelijkingen van de tweede orde en met constante codffi-
ciénten verkregen. Als de vergelijkingen zodanig geordend worden dat
alle bronsterkten in het rechterlid staan en alle onbekenden in het lin-
kerlid, dan zien de n differentiaalvergelijkingen in de n onbekenden er
als volgt uit. De differentiaalvergelijkingen zijn van de tweede orde daar
in het algemeen zowel spoelen als condensatoren in serie in iedere maas

kunnen voorkomen.
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2
d d
L + ) v + Hoal) + + +....) =
dt2(3k151 By pbotees) + GElby 8% By ok )+ (e By ey ok, )

)
d d
=—{p,_n,* p_,n,* ) + (g _n.+ g n+e...) +{r, n+tr nt....)
dte‘Pk1”1+ Ppofoteere/ * g5 G Mt oMo PR AT MT Ty /

waarin k = 1, 2.cceee.on,
Alle a, b, ¢, P, @ en r zijn constanten.

De £'s zijn de onbekende stromen en spanningen en de n's zijn de bekende

bronsterkten.
Voorbeeld
1 R 2 ] C
ey | o
+4 —J |
1 (t)
c
+
u L i u () pip 176
- 0
) R, LenC #0
Voor de rechter-maas geldt:
di dic 1
L ey + LEE— + ) f 1dt = u . (1)
Voor knooppunt 1 geldt
= 3 = + = - . E 1
G U, 1, met U, Uiy Yoo u u20 r volgt
Gu-G u20 = 1.
a(i + ic)
Nu is Usy =L BT zodat
di dic
- —~— =1 + — !
G u- GLgp =i+ 0L o . _ (2)
Differentiéren wij vergelijking (1),dan volgt
2 ’ 2
d . d 1 . d . d
— — + (— = —— - —_—
5 (1) + 57 (0) + (5 1) 5 L(-1) + 55 (u) + (0) (3)

dt dt
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terwijl (2) geeft

g-g (=GLi) + (G u) = % (GLi ) + (i_). (4)

De vergelijkingen (3) en (4) geven gelijktijdig (simultaan) een beschrij-
ving van het gedrag van het netwerk.

Dit stelsel simultane differentiaalvergelijkingen heeft inderdaad de

vorm bedoeld onder 10.8.1.

10.8.2. Indien in het geval beschreven onder 10.8.1. de bronsterkten

zijn van de vorm n = er>‘t dan bestaat er een oplossing van deze

vergelijkingen van de vorm Ek = Ekext waarin £ gegeven wordt door de
lineaire algebralsche vergelijkingen, die wij vinden uit de differen-

tiaalvergelijking en wanneer wij daarin vervangen

dn n

—— door A n=1, 2 ...
dt

gk door Ek en

nk door Hk.

Deze n algebralsche vergelijkingen in n onbekenden kunnen in het algemeen

worden opgelost zodat E en Hk bepaald kunnen worden.
Voorbeeld

In het voorbeeld onder 10.8.1. worden de vergelijkingen (3) en (k)

(A2L + -1-) I = —AELI + AU en
C c v
=AGLI + GU = (AGL + 1) Ic 3
of in de matrix-vorm
AL+ & 0 I 2L A 1
C c
-AGL G U IGI+1 0 4]
[ v

Deze vergelijkingen kunnen in het algemeen worden opgelost en I en U
kunnen worden bepaald.
De vrije trillingen voor dit netwerk kunnen worden gevonden met Ic= 0

en U = 0 uit:
v
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2 1
A + =
L C 0 I
=0 voor I en U # 0,
-2CL G U
L d L™ J
d.w.z.
AL+ L 0
¢ 2 1
det =0 of 'L + T =0 .
{:XGL G

Dit is de karakteristieke vergelijking voor de vrije trillingen in dit

netwerk., Bij de oplossing voor I en U volgens

I G- 0 -XzL A
2 1
U AGL AL+ T AGL+1 0

ziet men dat deze karakteristieke vergelijking een

Keren wij weer terug naar de algemene vergelijking

bronsterkten = 0, dan is

2

d d ..

4 o) v +...

N a1t Bt )+ ey Byt Bypbotes)
met k = 1, 2.000eal

Dan vindt men via £k = Ece

L&1n . . . ann—l

L B

als E # 0 voor alle k # 1,...n.

¢ 1
X - "'2_""“"_— N
G(A°L + 1/C)

U
V-

belangrijke rol speelt.

uit 10.8.1. voor

o
“nn|

Dit is een algemene vorm voor de karakteristieke vergelijking. Wij

komen op dit probleem nog uitvoerig terug in het college Elektrische

Netwerken II.
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In de voorgaande beschouwingen onderzochten wij meestal netwerkfuncties
H()A) die de verhouding waren van de stroom en de spanning aan é&n klem-

menpaar van een netwerk; dus volgens fig.17T.

I())

Fig. 177

De netwerkfunctie is dan een ingangsimpedantie of -admittantie. Wat even-
eens voorkomt is een verhouding tussen een grootheid behorend bij één
klemmenpaar, tot die behorend bij een ander klemmenpaar.

In deze gevallen spreekt men van een overdrachtsimpedantie, -admittantie

als het een verhouding UE(A) of Ig(A) betreft. Men spreekt van een

11(A) U1(A)

spannings- of stroomoverdrachtsfunctie als men de dimensieloze verhoudingen
Ul(x) of 11(A) beschouwt.

UQ(A) 12(A)

10.8.3. Voorbeeld

Fig.180
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De knooppuntsvergelijkingen voor de knooppunten 2 en 3 zijn:

0= (2+ 2x) U20 - U30 - U10 en
0=-1 +(h+i)'u' ——-——Um :
20 A 30 A
Hieruit volgt
2(2x + 1
U = U s
20 8A2+ 9 + 2 10
U
+
H()) = 29 = 2ex+ 1),

UWO 8X2+ 9x+ 2

Deze H()A) is een voorbeeld van een spanningsoverdrachtsverhouding.

10.8.4, In het algemeen zijn dergelijke functies quoti&nten van poly-
nomen in A

-2 IO,
HOV) = A 555

Na ontbinding in factoren van de eerste graad van teller en noemer kan

men H()) schrijven als een quotiént van producten

Er zijn n factoren in de teller en m factoren in de noemer. A is een
constante.

Voor elke X = sz.(k = 1...n) is H(A) = 03

voor deze komplexe frequenties heeft H()) dus een nulpunt.
Voor elke A * ) k“(k = 1...m) is H(X) > o

Le]

e frequenties heeft H(1) dus een pool.

_______ 1%

voor deze komplex

Elke term (A - Azk) is te schrijven als
=] exp[J arg() - Azk)]’

zodat men ook kan schrijven
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n
ma=x |
H()\)=Ak=1 zk . n m
—— exp jl T arg(i-a ) - T arg(r-r_ )}
m | ' =1 zk k=1 pk
I |a=x
k=1 PK

Nu is bv. ]A—Azk! de afstand d_, in het komplexe vlak tussen de punten

) = ¢zk de hoek die de wijzer gericht van sz

Aen A enis arg(A—Az

k k
naar A maakt met de positief reéle as. Zie fig.181,

. A=A
Jw A

by ¢ = arg( A=\

zk zk

Fig.181

Wij kunnen dus om |[H(A)| te berekenen voor een bepaalc waarde van A,
volstaan met het product van A en de afstanden dzk(k=1...n) te delen
door het product van de afstanden dpk(k=1...m).

Het argument van H()) voor de waarde van A volgt uit

n m

¢, -1 .
k=1 2K =1 PK

10.8.5. Voorbeeld

2,,2

T(AS+ 2x +5)  _ T())

Beschouw de functie van H(X) = 3

e 632 1+ 6 T
Na ontbinden in factoren van T(A) en N(X) vinden wi]
L 2P0 w20 1= 2))

HOO = 3570 21 (7 + 3)



Par.10.8.5.

De nulpunten

A =0

291

zijn:

een dubbel nulpunt,

-1-2j

-142j .

In het komplexe frequentievlak ingetekend, levert dit fig.182.

Vi
O-- ---Jes
X =0+ jw
J
- 3 X @;’ o
3 T2 N
-J
Q-----1 L2j Fig.182
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Indien wij H()) moeten bepalen bv. voor A = 1 + j kunnen wij dit doen
door invullen van (1+j) in de functie H()) maar wij kunnen ook ,H(k)[
en arg{H(A)} voor A = 1+j bepalen door uit te gaan van het polen- en
nulpuntenbeeld in het komplexe frequentievlak in fig.183.

Door opmeten in dit diagr-m blijkt de afstand van het nulpunt in de oor-

sprong tot het punt X = 1+ te zijn d, | = 1,4,
evenzo d , = 1,4
a ~
z3 3,6
dzh = 2,2
Voor de afstand van de polen tot het punt A = 1+j geldt dp1 ~ 2,2
dp2 = 3,2
a . = bL,2.
p3 ’

Fig.183

Elke aldus opgemeten afstand d, correspondeert met de modulus van een
factor in T(A) of N(X);bv. is

|A + 1+ 2j] voor A = 1+j gelijk aan de afstand dz3.
Op deze manier volgt
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=1,6.

. 1,4 x 1,k 26 x 2,2
[HO1+5) [ = 3 23 X . ; Z

2 X 3,2 x L,
(Men vergete de constante A = 3 niet !).

Het argument is te vinden als

. i
1+ = - + -0, - - .

arg{H(1+j)} = 2 x L ¢3 +9), -0, 92 93

Na opmeten blijkt voor A = 1+j het argument ¢ ongeveer gelijk te zijn

aan h100 dus corresponderend met een gereduceerde hoek van

410° - 360° = s50°.

Het is duidelijk dat als wij een komplexe frequentie ) kiezen in de om-

geving van een nulpunt, |H(A)| klein zal zijn. Evenzo, zal |H(A)| in

de omgeving van een pool juist groot wezen. Het komplexe frequentievlak

is een zeer waardevol hulpmiddel bij het zich aanschouwelijk voorstellen

van het gedrag van |H(A)| bij verschillende frequenties A.

10.8.6. Voorbeeld
De spanningsoverdracht van het netwerk van fig.184

R o
¥ J ‘% } [ 3

1 2 Fig.184

wordt gegeven door
U 2

2 A°LC
B(A) = U, .2
1 ALC + ARC + 1

2337 1w
wWigd 11

g.1385
fig.185b door middel van een oppervlak boven het komplexe frequentie-

vlak is aangegeven de grootte van IH(A)I over het hele A-vlak.
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AR S SS——————

SN

Jw
X~~~ "
|

|
™
=SSN
—
=

Ses
A

vV
Indien wij ons in het bijzonder interesseren voor het verloop van ‘H(jw)]

als functie van w, dan is dit direct uit fig.185b. af te lezen. De door-
snijding van het vlak door de as jw en de as |H| met het geschetste

oppervlak geeft die frequentiekarakteristiek. Zie fig.186.

o
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Opdracht: Bezie in dit verband ook eens hoe, zonder gebruik te maken van
de stelling van Foster, de frequentiekarakteristiek van fig.

168 kan worden bepaald.

Voor het verloop van het argument als functie van w bestaat niet zo'n
eenvoudig hulpmiddel, niettemin kan men voor het schema van fig.18k4
door inspectie van fig.185a de fasekarakteristiek schetsen. Dit is ge-

beurd in fig.187.

™

arg(H)T
0
—_—w
Fig.1
. ig. 187
10.8.7. Betekenis van verschillende netwerkfuncties
— T N
"’”1? J 11 O )
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1 ‘ 2 T
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1_ C1
e g ¥ V—
™ oy

Fig.188

De brounnen van het netwerk volgens fig.188 hebben dezelfde komplexe fre-

quentie. De netwerkvergelijkingen kunnen worden geschreven
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AGC (Azc + 1/L) A2C G
I, = 2 ! U, - e
1 N 1 N 2
)\2C G Ag(c + C.)+ AG + 1/L
U = 2"y 172 I,,
2~ N 1 N

L2 A
met N = ACZ(X“C1+ AG + 1/L).

Men kan deze betrekkingen gemakkelijk vinden door toepassing van het
superpositiebeginsel en stroom- en spanningsdeling.

Wij zien dat N de gemeenschappelijke noemer is van alle termen. Indien
U, = Oen 12 = 0 kunnen toch I1 # 0 en U2 # 0 zijn als N = 0.

Dit is de karakteristieke vergelijking voor dit netwerk en de wortels

ervan zijn de eigenfrequenties van de vrije trillingen. Dus

2

Acg(x c1 + AG + 1/L) = 0.

Deze vergelijking is van de derde graad, omdat er drie energieén onaf-

- hankelijk van elkaar kunnen worden gekozen.

~

2 . .
X C1 + AG + 1/L = 0 geeft de (toegevoegd komplexe) eigenfrequenties

van de GLCl-parallel-keten.

De frequenfie X = 0 vertegenwoordigt de gelijkspanning die zich blijvend
op 02 kan bevinden als in het netwerk volgens fig.188 de bronsterkten

nul zijn. Wij onderzoeken nu de betekenis van de tellers van de verschil-

lende termen.
AGC (Agc + 1/L) I
2 1 _

1
Z11

1
2 “lu
ACQ(A C, + G + /1) L 1 I, =0

De gemeenschappelijke factor )C, in teller en noemer wordt niet uitge-

2
deeld om duidelijk te laten blijken dat alle overdrachtsfuncties dezelfde

noemerpolynoom bezitten.

Z]1 is de ingangsimpedantie van het netwerk gezien aan de klemmen 1 en

1' terwijl de klemmen 2 en 2' geopend zijn. De teller van 1/Z11 is de karak-

teristieke polynoom van de vrije trillingen wanneer beide poorten (fig.189)

open zijn. Deze teller heeft factoren die corresponderen met de resonantie

van de kring LC1 en met een gelijkspanning op de condensator CQ. Derhalve is
+ W/LCT).

st

de teller van de vorm Ki(X
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y

.. 1 . .
Voor A = 0 echter, ziJn teller en noemer van -— beide nul; evenwel 1is

Z
1lim El = G. Dit is ook direct in te zie;1omdat de impedantie van L
A0 1 12= 0
voor gelijkstroom nul is, waardoor k gemakkelijk te bepalen is.
—>\202G ={£l
02(x201+ AG + %) I, u,=0

Deze overdrachtsfunctie is de verhouding van de stroom I1 en 12 in het net-

werk van fig.190 waarbij de klemmen 1 en 1' zijn kortgesloten (U1 = 0).

C
I1 4 ! 2
G 11 2

L Fig.190

&

De factoren van de tellerpolynoom kunnen wij bepalen door de vrije tril-
lingen te onderzoeken onder de omstandigheden dat I1 =0, U1 = 0, terwijl
I2 # 0 is. Hoe deze voorwaarde bereikt wordt is hier niet belangrijk

(In feite kan dit geschieden, althans bij benadering, m.b.v. een operatio-

op
nele versterker). Het is dan duidelijk dat de spanning over de spoel nul
moet zijn, zodat i2 een constante stroom moet zijn, d.w.z. A = 0. Er zijn
twee vrije trillingen mogelijk, nl. &én waarbij een constante stroom vloeit,
en é&n waarbij een constante spanning over 02 aanwezig is. Dit verklaart

het dubbele nulpunt in de oorsprong van de teller van de stroomoverdrachts-
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verhouding. Daar de noemer een enkelvoudig nulpunt in de oorsprong heeft,
heeft de overdrachtsverhouding slechts een enkelvoudig nulpunt. Hoewel het
1lijkt alsof C2 de stroom 12 blokkeert is dit toch niet zo, immers C2 wordt
door de bron opgeladen; alle stroom vloeit door L. Omdat i, constant is,
1
neemt u, lineair met de tijd toe volgens u, = 6—-t.Dit is echter geen
2

exponentiéle functie en als zodanig valt deze buiten het bestek van de

2

theorie, die in dit college gegeven wordt.

U
De overdrachtsfunctie T wordt beschouwd aan de hand van fig.191, waar-
1 IE= 0
bij de klemmen 1 en 1' zijn kortgesloten (U1 = 0).
— ||
O —LT 1F -0 A+
1 G s 2
[
+ U )
U1<> i . 2 Fig.191
C —
- 1
1! 2!
o —0 Y-

Deze functie is (op een minteken na) gelijk aan die welke wij onder b) be-
schouwden en heeft dus ook een enkelvoudig nulpunt voor ) = 0. Dit komt omdat

de spoel als een kortsluiting voor gelijkstroom werkt.

U
De impedantiefunctie 1/Y22 = fg wordt gevonden met fig.192 waarbij de
2 U1= 0
klemmen 1 en 1' zijn kortgesloten (U = 0
o — 11 o
G 2
..t: L ‘
o ] Fig.192
1
1! o
o 0

De nulpunten van de teller van deze functie volgen uit de vrije trillingen
onder de voorwaarde dat ook U2 = 0. Wij hebben dan een resonantiekring met
CT’ C2, L, C parallel, zodat de karakteristieke vergelijking is

2(C1+ c

A ) + AG + 1/L = 0.

2
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Wij beschouwden hier de voor dit netwerk kenmerkende impedantie-, admittan-
tie- en overdrachtsfuncties en onderzochten de polen en nulpunten daarvan.
Wij zullen in de volgende paragraaf nagaan wat er gebeurt als de komplexe
frequentie van een bron samenvalt met een nulpunt of met een pool van de

netwerkfunctie.

10.8.8. Komplexe resonantie

Wij onderzoeken de schakeling van fig.193.

I(A)

u(x) (: Fig.193

Kiezen wij nu de bronfrequentie gelijk aan de frequentie van het nulpunt
van de netwerkfunctie Y()) dan is het duidelijk dat I(A) = O. Een con-
densator kan nl. geen gelijkstroom voeren indien hij op een gelijkspan-
ningsbron is aangesloten.

Indien de frequentie van de excitatie samenvalt met een nulpunt van de

netwerkfunctie is de responsie nul.

Bezien wij nu de schakeling van fig.19L4, waarbij

Q

+

T(A)

c—i: u(r) Fie. 19

v

de excitatie een stroom is en de responsie een spanning,dan geldt

U=2(x) I.

7Z(A) heeft een pool voor A = 0; immers Y()\) had een nulpunt voor gelijk-
spanningsexcitatie.
Wij zullen onderzoeken wat er gebeurt als de frequentie van de excitatie

samenvalt met een pool van de netwerkfunctie.
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De differentiaalvergelijking voor het netwerk van fig.194 is i = C %% .

Als de brcafrequentie =0 is, betekent dit dat i(t) = K, constant is.
Voor de responsie u vinden wij dan

u(t)=%t+A

Indien op het tijdstip t = 0, u(0) = 0 was, is A = 0 zodat
u(t) = Bt, waarin B een constante is.

De responsie is dus een lineair met de fijd toenemend signaal dat een
gevolg is van het feit dat aan de condensator voortdurend lading wordt
toegevoegd, waardoor de spanning voortdurend stijgt. De in de condensa-
tor opgeslagen energie wordt voortdurend vergroot.

Wij onderzoeken de schakeling van fig.195.

Fig.195

+
u(x) C

Wij weten dat de parallelkring in resonantie is voor wy = 1/VLC; dit

volgt uit
2
ATLC + 1 _
Y(A) = v = 0, I =Y(Xx) U.

Kiezen wij de bronfrequentie A = jwo gelijk aan de frequentie van hat
nupunt van Y()\) , dan is het duidelijk dat I(A) = 0.

Ook hier is de responsie nul bij samenvallen van de excitatie-frequentie
en een nulpunt van de netwerkfunctie.

Bezien wij nu de schakeling van fig.196 waarbi] de excitatie een stroom
is en de responsie een spanning,dan geldt

AL
u(r) = 5—— 1(1) .
ATLC + 1

Kiezen wij A = jwo,dan valt de bronfrequentie samen met een pool van de
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netwerkfunctie, dus

\ AN
v
+

Fig.196

met de resonantiefrequentie van de parallelkring.

Voor de schakeling van fig.196 geldt:

1 d
ai  Te, T
dt dt at
ai
Met i, =C du enu =1L en w. = ! volgt
¥ e dt dt o~ Vic» "8
1 di d2u u
— — = —2 + == , een tweede orde differentiaalvergelijking in u.
C dt 2 IC
dt
Indien wij de bronsterkte i = |I|sin(w.t) kiezen, dus met een frequentie

gelijk aan de resonantiefrequentie van de kring, dan wordt aan de dif-

ferentiaalvergelijking voldaan door u(t) = 3 l%l t sin (wot).

Wij zien, dat opnieuw een evenredig met de tijd toenemende responsie

(nl. de "amplitude", de coéfficiént van sin mot) ontstaat.

Opdracht: Ga na dat de gegeven oplossing inderdaad aan de differentiaal-
vergelijking voldoet.

Dat u groter wordt voor toenemende tijd is ook als volgt te zien.

Indien de LC-parallelkring in resonantie is, bij bronsterkte nul, is

i =0 voor u# 0. De in de kring opgeslagen energie is dan constant.

Indien de bronsterkte ongelijk nul is, zal bij u # O voortdurend energie

aan de kring worden toegevoerd waardoor de responsie groter wordt,

Men spreekt van komplexe resonantie als de komplexe frequentie van de

bron gelijk is aan een eigenfrequentie van het netwerk; als X\ dus samen-

valt met een pool of een nulpunt.
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Het is te bewijzen, dat indien de bronfrequentie van de excitatie E(X)
samenvalt met een pool van de netwerkfunctie H()) , de responsie R(A)

waarbij
R(A) = H(A).E(A),

termen zal bevatten waarin t als factor voorkomt. Een der-
gelijk bewijs kan worden geleverd als de theorie van de lineaire dif-
ferentiaalvergelijkingen is behandeld; in het bijzonder volgt dit resultaat
op eenvoudige wijze,indien daarbij de oplossingsmethode van Laplace wordt
gekozen.
Opmerking: De hele theorie van de immittanties, zoals wij die in dit
college hebben ontwikkeld, geldt slechts voor exponentiéle
functies.

Dus functies als

u(t) = const x t en

u(t) 3 i%l t sin (t) en
in het algemeen

u(t) = Re(tue'")

vallen eigenlijk buiten het bestek van onze beschouwingen.

Wij zullen daarom op dit probleem nu niet verder ingaan.
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